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Objectifs du TP :

Le présent TP intitulé "Maximum de Vraisemblance, Régression Linéaire, Zones de
Confiance et Traitement de Data Massives Collectées" est adossé à une partie du cours/
TDs de l’U.E. ’Détection, Estimation & Information pour les Data Sciences ’. Il est
considéré comme un complément pour mieux assimiler et consolider les connaissances acquises.
Il convoite à :

— comprendre comment générer aléatoirement des data massives, en particulier selon une
distribution probabiliste (loi normale N (µ, σ) dans le cas de ce TP) ;

— visualiser l’histogramme des data générées, puis le comparer par rapport à la loi normale
en fonction du nombre de data étudiées ;

— appliquer la technique du maximum de vraisemblance pour représenter les données mas-
sives ;

— utiliser la technique du moindre carré pour approximer par une régression linéaire, les
data générées ;

— représenter pour une probabilité astreinte, les bornes inférieur et supérieur relatives aux
nuages des données massives générées en délimitant les types de zones concernées.

— obtenir les statistiques sur les data massives générées selon les techniques d’estimation
les plus utilisées ;

— Manipuler, analyser et traiter un exemple de traitement de données massives collectées,
stockées, provenant d’un sondage effectué auprès d’étudiants au sein d’un établissement
universitaire.

À l’issue de ce TP, l’étudiant sera capable :
— d’estimer et d’interpréter les data massives générées aléatoirement ;
— de délimiter les zones de confiance ainsi que celles de risque selon une probabilité d’as-

surance prescrite ;
— de se familiariser et d’appréhender les techniques d’estimation les plus utilisées et de

maîtriser leurs applications ;
— de se familiariser avec le traitement de méga données recueillies lors d’études, d’expé-

riances, d’enquêtes, de sondages, ...

Concernant le compte-rendu du TP :

Ce TP doit faire l’objet d’un compte-rendu écrit qui devra être envoyé par e-mail à l’adresse
électronique "k.ghoumid@ump.ac.ma". Il doit être mis sous la forme d’un seul fichier au format
pdf, accompagné d’autres fichiers séparés au format Matlab (.m) des codes générés.
Les fichiers demandés doivent respecter les points prescrits énumérés ci-dessous.
Le compte-rendu doit être transmis au plus tard dans un délai d’une semaine à compter de cette
séance.
Le fichier au format pdf du compte-rendu doit contenir :

— des réponses expressives et des explications circonstanciées à chacune des questions sol-
licitées.

— des figures qui doivent avoir des légendes et qui doivent être bien expliquées et commen-
tées.

— en annexe les codes générés.
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Thèmes rencontrés dans ce TP :

Données massives, Loi normale, Théorème central limite, Régression linéaire, Estimation
ponctuelle, Estimation par intervalles, Moindre carré, Maximum de vraisemblance, Intervalles
de confiance, Méga Data collectées, ...
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TRAVAIL DEMANDÉ

1. Génération aléatoires de données massives.

1.1. Préambule

La naissance du Big Data est liée aux progrès des capacités des systèmes de stockage, de
fouille et d’analyse de l’information numérique, c’est le reflet d’un changement plus profond qui
concerne le passage d’une ère industrielle vers une ère numérique. Les Méga-Données sont un
domaine qui traite des moyens d’analyser, d’extraire ou de traiter des ensembles de données trop
volumineux ou trop complexes, pour être traités par des logiciels d’application de traitement de
données traditionnels. Cette explosion quantitative, souvent redondante, des Big-Data, prove-
nant d’une large variété de sources numériques, permet fréquemment l’utilisation des approches
statistiques (parfois nouvelles), de l’analyse prédictive, ou de certaines autres méthodes avancées
de données, pour les analyser. Ces méga-données étant très diverses, de par leur nature et/ou
leur niveau de structuration, leur analyse sera donc différente. Il s’agit en fait de construire
des modèles destinés à mieux comprendre des phénomènes et des comportements insaisissables
jusqu’alors.
Dans ce TP, on va commencer par la génération d’un volume colossal de données numériques,
puis par sa mise à disposition, dans une optique de faciliter sa compréhension, son traitement et
son interprétation par la suite afin d’améliorer les prises de décisions. La discussion des problèmes
d’estimation et des questions de test d’hypothèses viendra également après, et ceci en mettant
l’accent sur les méthodes les plus appropriées dans ce type de traitement. Puis on donnera deux
exemples de traitements de données massives collectées, relatives à deux applications différentes.

1.2. Génération des données

À cet effet, on dispose dans ce présent TP de données massives que l’on désire y tirer des
conclusions. Pour parvenir à tel résultat, on fait l’hypothèse d’existence d’une loi de probabilité
sous-jacente, qui considère ces data comme des variables aléatoires indépendantes ayant cette
loi. Ensuite on cherche à l’aide des approches généralement probabilistes, à évaluer, approxi-
mativement des paramètres et des quantités, a priori inconnus, et qui apparaît préalablement
difficile de les évaluer directement.
On commence dans un premier temps par la génération des données massives à traiter. Pour cela,
on va utiliser la méthode de Box-Muller. Cette dernière consiste à générer des paires de nombres
aléatoires à distribution normale centrée réduite, à partir d’une source de nombre aléatoires de
loi uniforme.

X Introduire le nombre n d’échantillons aléatoires à transmettre (de préférence grand) ;

Pour la suite de ce TP, on définit dès à présent :
- Le pourcentage qui minore la probabilité d’inclure la valeur à estimer. Il s’agit en
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fait d’encadrer la valeur estimée par une marge d’erreur astreinte selon les exigences
des intervalles de confiance.

- La variance des données étudiées.

X Générer à l’aide de l’instruction "rand(n, 1)" un vecteur X selon la distribution uniforme,
puis à l’aide de la fonction "Box_Muller(n)" le vecteur Y des paires de nombres aléa-
toires à distribution normale centrée réduite, liés à X, en imitant la syntaxe suivante :

clear all ;
close all ;
clc ;
n = input(Éntrer le nombre d’échantillons à tester = ’) ;
alpha = input(Éntrer la valeur de alpha (comprise entre 0 et 1) = ’) ;
var = input(Éntrer la valeur attribuée à la variance (entre 0 et 1) = ’) ;

Question 1 :

1-1. Écrire les lignes de commandes liées aux vecteurs X et Y.
1-2. Tracer à l’aide de l’instruction "hist(Y)", les histogrammes des data massives géné-

rées correspondant aux nombres n = 20, 50, 300, 1000 et 7000. Conclure.

Figure 1 – Exemple d’un histogramme des data pour n = 4000.

2. Comparaison des data générées avec la distribution Normale N (µ, σ).

À partir des n (on lui assignera par la suite une grande valeur) échantillons aléatoires générés
(data), on cherche à tracer l’allure de la courbe obtenue, puis de la comparer par rapport à
l’histogramme de la courbe ci-haut.
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X En utilisant les commandes "mean()" et "std()", calculer pour le vecteur Y défini ci-
dessus, la moyenne et l’écart-type en mimant les lignes suivantes :

mu = mean(Y) ;
sigma = std(Y) ;

X Définir le point G représentant le barycentre des data générées avec la syntaxe suivante :

Point_G = [mean(X),mean(Y)] ;

Question 2 :

2-1. Utiliser l’instruction "disp()" ou "fprintf()" pour afficher les valeurs, de la moyenne
µ et de l’écart-type σ, calculées ci-dessus.

2-2. Recalculer les valeurs de µ
X
, µ

Y
, σ

X
et σ

Y
avec l’instruction "fitdist(x,’Normal’)".

2-3. Avec les valeurs numériques de µ et σ et en se servant de la fonction "GaussLoi()"
(une macro) ou bien de la fonction Matlab "normpdf()", superposer sur une même
figure l’allure de l’histogramme des données et celle de la loi normale, lacées aux n
données massives. Interpréter.

3. Estimation par Maximum de Vraisemblance (Maximum Likelihood Estimation).

Une fois les données massives générées par la technique de Box-Muller sont comparées par
rapport à la distribution normale N (µ, σ), elles seront estimées par la suite en utilisant le prin-
cipe du Maximum de Vraisemblance (MV, en anglais "Maximum Likelihood method").
Cette technique statistique relative au maximum de vraisemblance permettant l’estimation des
paramètres d’un modèle de régression, est utilisée pour inférer les paramètres de la loi de proba-
bilité des données générées (vecteur Y dans notre cas) en recherchant les valeurs des paramètres
maximisant la fonction de vraisemblance. En d’autres termes, la méthode consiste à trouver la
valeur la plus vraisemblable du paramètre global partant d’un échantillon donné.

Question 3 :

3-1. Au moyen de l’instruction "mle()" qui renvoie les paramètres d’estimateur recherchés
par la méthode de maximum de vraisemblance et en utilisant la commande "fprintf()",
afficher :

- La valeur de la moyenne µ
MV

et son intervalle de confiance à 95%.
- La valeur d’écart-type σ

MV
et son intervalle de confiance à 95%.

Imiter la syntaxe suivante pour rechercher les estimateurs µ̂
MV

et σ̂
MV

:

MVS1 = mle(Y,’distribution’,’normal’) ;

3-2. Comparer les valeurs obtenues par l’estimation MV (µ̂
MV

et σ̂
MV

) à celles calculées
par les formules mathématiques.

3-3. Superposer sur la même figure l’allure de l’histogramme des data, celle de la loi nor-
male de paramètres issus des formules statistiques et celle de la loi normale de paramètres
issus de l’estimation MV, liées aux données massives générées aléatoirement. Interpréter.
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Figure 2 – Histogramme des n = 4321 data générées, leur approximation selon la loi Normale et leurs
estimation par la méthode du Maximum de Vraisemblance.

4. Estimation par Moindre Carré (Least Squares) et Régression linéaire.

Dans ce paragraphe, on cherche à utiliser l’approche de la régression linéaire pour établir
une fonction prédictive linéaire dont les paramètres de modèle inconnus sont estimés à partir
des data générées.
En d’autres termes, on cherche l’expression de la fonction affine la plus proche conduisant à
un ajustement linéaire, permettant d’expliquer le comportement de la variable statistique Y en
fonction X.
Il est à rappeler que cette régression linéaire est souvent estimée par la méthode des moindres
carrés.

X Plagier la ligne suivante pour obtenir l’ajustement linéaire le plus proche associé aux
données massives traitées.

P = polyfit(X,Y’,1) ;

Question 4 :

4-1. Donner l’équation de la droite y(x) obtenue par le modèle de la régression linéaire.
4-2. Tracer sur la même figure les nuages des données massives ainsi que l’adroite de

l’ajustement linéaire associé.
4-3. Retrouver les estimateurs ponctuels â

LS
et b̂

LS
représentant les coefficients de la droite

y(x) en utilisant la fonction "MoindreCarres()".
4-4. Vérifier que le point G (Point_G(= [mean(X),mean(Y )]) qui représente le bary-

centre des data générées, appartient à l’adroite de la régression linéaire.
4-5. Définir puis calculer le coefficient de détermination lié à cet ajustement linéaire. Com-

ment peut-on juger la qualité de cette régression linéaire simple ?
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Figure 3 – Nuage des données massives et ajustement linéaire par la droite d’équation y(x) obtenue
par la méthode des moindres carrés.

5. Estimation par intervalles de confiance à une tolérance astreinte.

Dans ce paragraphe, on cherche à encadrer l’estimateur (non biaisé) de la variance des data
générées aléatoirement et ayant la loi de probabilité définie ci-dessus.
Pour évaluer le degré de la confiance relative à cet estimateur du paramètre de la variance, il est
judicieux de déterminer un intervalle contenant, avec une certaine probabilité fixée au préalable,
la vraie valeur du paramètre à estimer. Une telle estimation par intervalle de confiance, permet
la précision de l’incertitude sur les estimations, encadre la valeur réelle que l’on cherche à estimer
à l’aide de mesures aléatoires et permet aussi de définir une marge d’erreur entre les résultats.
Cet encadrement de la valeur réelle par une estimation qui y précise des incertitudes et y
engendre des marges d’erreurs, consiste à identifier deux bornes, inférieure et supérieure, qui
dépendent des données massives générées.

X Imiter la syntaxe disposée ci-dessous pour encadrer l’estimateur de la variance par un
intervalle de confiance, susceptible de contenir la valeur du paramètre estimé avec une
probabilité (1− α) fixée a priori.

Question 5 :

5-1. Tracer sur la même figure le nuage des points relatifs aux données massives de la zone
de confiance et celui des zones de risque (coefficient α de Student).

5-2. Donner la figure et les statistiques relatives aux data de la zone de confiance ainsi que
celles liées aux zones délimitant les bornes inférieur et supérieure.

5-3. Donner les commandes qui permettent les régressions linéaires (ajustements par des
droites approximées selon les moindres carrés) des nuages des bornes des zones de risque.

5-4. Superposer sur la même figure le nuage des points relatifs aux données massives et
les droites d’ajustement cadrant les bornes inférieur et supérieur.
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5-5. Récapituler en affichant à l’aide des instructions "fprintf()" ou "disp()", les statis-
tiques relatives aux nombres de data de la zone de confiance et des zones de risque.

Xe = 0 ;
Ye = 0 ;
for i = 1 : n

Xe = Xe + X(i) ;
Ye = Ye + Y(i) ;

end
Xe = Xe/n ;
Ye = Ye/n ;

stats = 0 ;
for i = 1 : n

stats = stats + err(i)*err(i) ;
end
stats = stats/(n-2) ;

En1 = abs(Y - Yx) ;
En2 = 100*En1 ;

p = 1-alpha/2 ;
z = ltqnorm(p) ;

for i = 2 : n
somme = 0 ;
for j= 1 : n

somme = somme + (X(i)-Xe) ˆ 2 ;
end
borne_inf(i) = Yx(i) - (z*sqrt(stats)*sqrt(1+(1/(i-1)) + (((X(i)-Xe) ˆ 2)/somme))) ;
borne_sup(i) = Yx(i) + (z*sqrt(stats)*sqrt(1+(1/(i-1)) + (((X(i)-Xe) ˆ 2)/somme))) ;

end

—————- Ci-dessous un exemple de simulations et de courbes obtenues —————-
» Pour le nuage des points :

* Selon les formules statistiques :
- La valeur moyenne = 0.0024
- L’écart-type = 1.000

* Selon la méthode du maximum de vraisemblance :
- La valeur moyenne = 0.0024, l’intervalle de confiance = [0 , 0.0323]
- L’écart-type = 1.0003, l’intervalle de confiance = [0.9798 , 1.0220]

» Statistiques concernant les data testées :
* Le nombre total d’échantillons = 4321.0000
* Le nombre d’échantillons appartenant à la borne inférieur = 704.0000
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* Le nombre d’échantillons appartenant à la borne supérieur = 711.0000
* Le nombre d’échantillons appartenant à la zone de confiance = 2906.0000

Figure 4 – Le nuage et les limites des bornes inférieur et supérieur des données massives générées,
pour un niveau de confiance de l’ordre de 95%.

Figure 5 – Zones de confiance (2906 échantillons) et zones de risque (704 et 711 échantillons) pour
un niveau de tolérance prescrit de l’ordre de 95%.

—————————————————————————– ————————————-
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6. Exemple 1 de data collectées : Âges des étudiants d’une université.

Le tableau étalé ci-dessous représente un exemple de data amassées issues d’une statistique
relative à l’âge d’une population étudiante d’un établissement universitaire. Cette enquête statis-
tique assurée par un organisme spécifique, a pour but d’étudier le temps nécessaire aux étudiants
universitaires pour terminer leurs études.
Il s’agit en fait d’un sondage effectué dans un contexte d’accorder la mis en place des politiques
abouties (pays X) visant à inciter davantage les étudiants à entrer plus tôt (avec un âge moins
jeune) sur le marché du travail. Ainsi l’analyse de cette pléthore numérique d’informations peut
apporter un éclairage au suivi de l’évolution et peut aussi améliorer la prise de décisions en temps
réel. Par ailleurs, cette investigation sur le devenir des étudiants a pour objectif d’informer le
public, d’éclairer la réflexion politique et sociale et d’aider à l’amélioration des formations pour
l’insertion future dans le monde professionnel.
Les données recueillies, exhibées ci-dessous, concernent la distribution d’âge des étudiants d’une
formation tertiaire, inscrits entre la 1ère et la 5ème année universitaire. Ces data sont enregistrées
aussi dans un fichier Excel baptisé "AgesEtudiants.xls".

Figure 6 – Photo d’étudiants universitaires dans un amphi.

Question 6 :

6-1. Charger à l’aide de l’instruction "load()" le fichier Excel "AgesEtudiants.xls", afin
de récupérer les data y contenues et de les rendre disponibles dans le workspace.
Pour cela, imiter la syntaxe suivante :

Data_Ages = load(’AgesEtudiants.xls’) ;

6-2. Vérifier la longueur et les dimensions du fichier en question, puis donner l’âge du plus
jeune et celui du plus âgé parmi ces étudiants.

6-3. Représenter à l’aide de l’instruction "plot()" le nuage correspondant à ces data gla-
nées issues de cette enquête.

6-4. Calculer par les formules mathématiques, puis en utilisant l’instruction "med()" liée
à la technique d’estimation par maximum de vraisemblance, la moyenne et l’écart-type,
relatives aux données des âges des étudiants.
Remarque : Pour la méthode d’estimation par maximum de vraisemblance, afficher les
résultats relatifs à un intervalle de confiance de l’ordre de 95%.

6-5. Superposer sur la même figure l’allure de l’histogramme des data collectées et celle
de la loi normale relative à la moyenne et à l’écart-type trouvés ci-dessus. Interpréter.
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Figure 7 – Data issues d’une statistique d’âge relative à une population étudiante (1000 étudiants)
d’un établissement universitaire.
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6-6. Représenter à l’aide de l’instruction "cdf()" l’allure de la fonction de distribution
cumulative liée à ces data collectées.

6-7. Sachant que 80% des étudiants de cet établissement universitaire qui ont validé la
3ème année durant l’année scolaire du sondage sont âgés de 21 à 22 ans. Compléter le
tableau suivant :

Situations Probabilités de validation Probabilités de non validation
Étudiant de 19 ans
Étudiant de 20 ans
Étudiant de 21,4 ans
Étudiant de 23 ans
Étudiant de 24 ans
Étudiant de 26 ans
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