,,

T *ﬂ b ‘_Ls‘ﬂ dada 4.1.@1; Université Mohammed Premier 4
Adiubail) o glall 4tk ol) A jaal) Ecole Nationale des Sciences Appliquées N
sas n
ju:a?};in .;’d'.’.i::.m.-..ﬁ..r:.:: : ’ J oujda laqud‘-ll ,L,l-\) 3“-&_,:) a__,._n
1eOAIC I CRACC A C WLl O E k tionale “&mc‘hﬁﬂum“‘nﬂ

Prof. Kamal GHOUMID Année universfcawe 2020—2021

4°me année "Ingénierie Data Sciences & Cloud Computing"

Cours "Détection, Estimation & Information pour les Data Sciences"
Série de TD N°.4

Ex-1- Estimation, Maximum de vraisemblance.

On considére une variable aléatoire X (data échantillons) X7, ..., X,,, indépendantes et
identiquement distribuées (iid).

Estimer en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance :

—0 px
* Le paramétre € d’une loi de Poisson : X ~ P(z,0) = x,g , &N
1 : : 1 per x>0
* Le parameétre — d’une loi exponentielle : X ~ 6(—) = H
K a 0 sinon

Ex-2- Estimation, Maximum de vraisemblance.

Soient 1, ..., x, les data de n observations d’un caractére qui peut étre modélisé par

une variable aléatoire X de densité de probabilité :

0 20—1 .
— T 10  sizel0, 1]

fl@)y=9q

0 sinon

Avec 0 € |1, 1] est un paramétre inconnu.

Déterminer l’estimeteur ng le plus vraisemblable du paramétre 6 pour xy, ..., z,.

Ex-3- Biais, Convergence, Information de Fisher, Borne de Cramér-Rao, MSE.

On considére la distribution de Bernoulli qui prend la valeur 1 "succes” avec la proba-
bilité p et 0 "échec” avec la probabilité ¢ = 1 — p, donnée par :
f@)y=6=(1-6'=  ze{0,1}, 0<O<1
On cherche & partir des data d’un échantillon aléatoire de n tests, obtenir une estimation

ponctuelle du paramétre 6.

1. Calculer E[X], E[X?] et Var(X).
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2. Donner 'estimeteur 5

v du parameétre 0, obtenu selon la méthode du maximum de

vraisemblance.

3. Estimer la probabilité du succés dans le cas d’un échantillon aléatoire contenant les
15 tests suivants {1;0;0;1;1;0;1;1;0;1;1;0;1;0;1}.

~

4. Calculer E[#,,,], puis en déduire que gM est non biaisé.

IWV} \4

5. Calculer I'information de Fisherl,(6) relative au paramétre 6.

-~

6. Exprimer la variance Var(6,,,) en fonction l'information de Fisher/,(#). Conclure

concernant la borne de Cramér-Rao. L'estimateur 6, uv est-il parfait ?

7. Montrer que 'erreur quadratique moyenne MSE (Mean Square Error) est nulle pour

un nombre de test n trés grand.

Ex-4- Max. de vraisemblance, Efficacité d’un estimateur, Borne de Cramér-Rao.

Dans un traitement de données massives, on considére n variables aléatoires { X1, ..., X, }

iid qui suivent la méme loi normale N'(0,0?) centrée et de variance o2 inconnu.

1. Déterminer la fonction de vraisemblance de {X7, ..., X;,} et montrer qu’elle admet
un maximum unique pour une valeur de o2 & déterminer. En déduire ensuite 1’es-

timateur o2,,, le plus vraisemblable du paramétre o.

2. Déterminer la borne de Cramér-Rao pour un estimateur non biaisé du paramétre

o? a partir de I'observation des {Xi, ..., X, }.

3. Montrer que 02, est un estimateur efficace de o2.

Ex-5- Eestimation d’une constante dans le bruit, Borne de Cramér-Rao.

Dans une transmission bruitée on cherche & estimer une constante. Pour cela, on consi-
dére le n-échantillon suivant :
T, = 9 + n;
O les n; repréentent des variables aléatoires Gaussiennes centrées indépendantes de méme
variances 0. On propose alors d’estimer la constante inconnue # au moyen de I’estimateur

suivant :

5_1

S|
]
&3

~

1. Calculer 'espérance E[f] puis en déduire que cet estimateur est sans biais.
2. Calculer la variance o7 = Var(d).

3. Déterminer la borne de Cramér-Rao pour cet estimateur non biaisé puis en déduire

qu’il est consistant.
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