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Ce canal est pourvu de deux entrées (x| = 0, x2 = 1) et de deux sorties (y; = 0, y, = 1). Le canal est
symétrique parce que la probabilité de recevoir un 1 si I’on a émis un O est identique a la probabilité de recevoir
un 0 lorsqu’on a émis un 1. Cette probabilité de transition commune est notée p {voir probléme 8.35).

8.4 INFORMATION MUTUELLE

A. Entropies conditionnelle et conjointe

Tlest possible, en utilisant les probabilités en entrée P (x;), les probabilités en sortie P (y;) et les probabilités
conjointes P (x;,y;), de définir diverses fonctions d’entropie relatives a un canal a m entrées ct # sortics :

H(X) = ~iP(x,-)loglP(x,v) (821
i=t
HY) =~ il P(yj)log, P(y) 822
-
HX|Y) = f_il_”Z’lP(xi,y;)Ing P(xily;) (8.23)
=i
HY|X) = —:iP(yj.X:)Ing Pyjlxi) (8.24)
=i
H(X,Y)=*iiP(Xi,yj)10gzP(x,',yj) (8.25)

J=1i=1

On peut interpréter ces entropies comme suit :

H(X) est Pincertitude moyenne relative & I’entrée du canal. H (Y) est I'incertitude moyenne relative a la
sortie du canal. L’entropie conditionnelle H (X |Y) est une mesure de I’incertitude moyenne sur I’entrée du canal
une fois que 1’on a observé sa sortie. H(X|Y) est parfois appelée ambiguité de X par raport a Y. L'entropie
conditionnelle H (Y |X) est I'incertitude moyenne sur la sortie du canal sachant que X a été transmis. L'entropie
conjointe H (X,Y) mesure I'incertitude d’ensemble relative & ’ensemble du canal de communication. Il existe
deux relations intéressantes entre ces diverses quantités :

H(X.Y) = HX|Y) + H(Y) (8.26)
HX.Y)=HY|X)+ H(X) (8.27)

B. Information mutuelle

On définit I information mutuelle I(X: Y) de la fagon suivante :
I(X:Y)=H(X)— H(X|Y) b/symbole (8.28)

Comme H(X) représente I’incertitude relative 4 I’entrée du canal avant que 1’on ait observé sa sortie et
puisque H{X|Y) représente 'incertitude sur I'entrée aprés que la sortie a été observée, 1(X;Y) mesure le
gain d’incertitude relatif au canal qui résulte de I’observation de sa sortie.
Propriétés de I(X:Y)
. IX; V)= I1(Y; X) (8.29)
2. 1{X;Y)=0 (8.30)
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3. IXY) = H(Y)— HY[X) 8.30)
4. IX;Y)=HX)+HY)-HX.)Y) (8.32)
8.5 CAPACITE D’UN CANAL

A. Capacité par symbole d’un canal

La capacité par symbole d’un canal discret sans mémoire a pour expression :
Cs = (r[fn(a)gl I(X;Y) b/symbole (8.33)
Xy
o le maximum est recherché sur ’ensemble de toutes les répartitions {P (x;)} de X. On remarquera que la
capacité du canal n’cst fonction que des probabilités de transition qui le définissent.
B. Capacité par seconde d’un canal

Sir représente le débit du canal en symboles par seconde, le débit maximal d’information du canal a pour
valeur rC,. On appelle cette quantité la capacité par seconde du canal. Elle est notée C(b/s).

C=rC, b/s (8.34)

C. Capacité de canaux remarquables
1. Canal sans perte
Pour un canal sans pertc, on sait (probléme 8.10) que H(X|Y) = Oet que :
X Y)y=H(X) (8.35)

Ainsi, I'information mutuelle (le transfert d’information) est égale 4 I'entropie de source et 1’on ne perd aucune
information pendant le transfert. En conséquence, la capacité par symbole du canal a pour expression :

Cy = max H(X) =log,m (8.36)
{Px))

ol m est le nombre de symboles de X.
2. Canal déterministe
Pour un canal déterministe, H (Y |X) = 0 pour toute distribution P(x;)et’ona:
IX;Yy=HY) (8.37)
Le transfertd’information est égal a I’entropie de sortie. La capacité par symbole du canal a donc pour expression :

C, = H(Y) = log 8.38
s = max (Y)=log,n (8.38)

ol n est le nombre de symboles de Y.
3. Canal sans bruit
Comme un canal sans bruit est sans perte et déterministe, on en déduit que -

1(X:Y) = H(X) = H(Y) (8.39)

et la capacité par symbole du canal a pour valeur :
C, =log,m =log, n (8.40)

puisque pour un tel canal n = m.
4. Canal binaire symétrique

Dans le cas du CBS de la figure 8-5, I’information mutuelle a pour expression :

I(X;Y)=H{T) + plogy p+ (1 — p)logy(1 — p) (84D
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et 1a capacité par symbole du canal a pour expression :

Cs =1+ plog, p+ (1 — p)log,(1 — p) (8.42)

8.6 CANAL AVEC BRUIT BLANC GAUSSIEN ADDITIF

La source qui alimente un canal analogique produit un signal continu x(¢). On considére I’ensemble des
messages susceptibles d’étre transmis comme une famille de signaux engendrés par un processus aléatoire
ergodique. On suppose de plus que x(f) présente une bande passante finie ce qui permet de reconstruire x(r) &
partir de ses échantillons périodiques. A tout instant, la collection des échantillons susceptibles d’étre observés
constitue une variable aléatoire continue X que 1’on peut décrire au moyen de sa densité de probabilité fx (x).

A. Entropie différentielle

La quantité moyenne d’information par échantillon de x (r) a pour expression :
H(X)= ,/ Sx(x)log, fx(xydx b/échantilion (8.43)
-0

L’entropie définie par la relation (8.43) est appelée entropie différentielle de X.
L'information mutucllc moyennée d’un canal analogique a pour définition, par analogic avec un canal
discret :

I(X;Y)=H(X)—- HXIY)

ou 1Y) = HY) — HY|X)
oul'ona:
HY) = — f Fr)log, fr () dy (8.44)
H<X|Y>=—f f Fer (e logy fx(xly)dx dy (8.45a)
HEYIX) = — / / Frr(eay)Tog, fy (1) dx dy (8.45b)

B. Canal avec bruit blanc gaussien additif

Dans le cas d’un canal affecté d’un bruit blanc gaussien additif (BBGA), la sortie.Y du canal a pour
expression :
Y=X+n (8.46)

ol X désigne I'entrée du canal et n est un bruit blanc gaussien additif & bande limitée de valeur moyenne nulle
et de variance o>,
La capacité C,; d’un canal affecté d’un bruit blanc gaussien additif a pour expression :

1 S
= I(X;Y)=<1 — ] b/é ill 47
C, (rfr:z&)g) (X;7) 5 log (1 + N) /échantillon (8.47)

ol S/N cst le rapport signal sur bruit en sortie de canal. Si la bande passante B en Hz du canal est déterminée,
le signal de sortie y(¢) a lui aussi unc bande passante définic. Il peut étre restitué en totalité  partir des ses
échantillons périodiques prélevés a la fréquence de Nyquist : 2B échantillons par seconde. Ainsi, la capacité C
en b/s d’un canal affecté par un BBGA a pour expression :

s
C =2BC, = Blog, (1 + N) b/s (8.48)

La relation (8.48) est connue sous le nom de régle de Shannon-Hartley.
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Cette régle souligne les rdles fondamentaux que jouent la bande passante et le rapport signal sur bruit en
télécommunication. Elle montre aussi qu’a capacité de canal donnée, bande passante et puissance préscntent
des aspects complémentaires (probléme 8.24) lorsqu’il faut trouver un compromis.

8.7 CODAGE DE SOURCE

La conversion du message de sortie d’une source discréte sans mémoire (SDSM) est appelée codage de
source. Le dispositif qui cffectue cette conversion est appelé codeur de source (figure 8-6).

1
i

Source
L Codage de
discréte sans !
o - source Sui
mémoire i L uite
[l

binaire

Fig. 8-6 Codage de source

L’objectif du codage de source est de modérer le débit d’information moyen du canal en réduisant la
redondance des informations émises par la source.

A. Longueur et efficacité d’un code

Soit X une SDSM d’entropie finie I/ (X) et un alphabet {x;,x3,...,x,} dont les probabilités d”occurrence
correspondantes sont P(x;)(i = 1,...,m). Soit n; la longueur en bits du mot codé affecté au symbole x; par le
codeur. La longucur d’un mot codé est définic par le nombre de digits binaires du mot. La longucur moyenne
L par symbole d’un mot codé a pour expression :

L= PQn (8.49)
i=1

Le paramétre L représente le nombre moyen de bits par symbole source utilisé dans le processus de codage.
On définit I’ efficacité d’un code n de la fagon suivante :

_ Lin
n=== (8.50)

olt Ly est la valeur minimale que peut prendre L. Lorsque n approche de la valeur 1, on dit que le code est
efficace.
Laredondance y d’un code a pour expression :

y=1-n (850

B. Théoréme du codage de source
Le théoréme du codage de source Etablit que, pour une source discréte sans mémoire (SDSM), 1a longueur
moyenne L par symbole est bornée inférieurement :

Lz H(X) (8.52)

De plus, L peut étre rendu aussi proche que I’on veut de cette limite & condition de bien choisir le codage.
Comme L iy = H(X), on peut donner une nouvelle expression de 1’efficacité d’un code :
_HX)

=" (8.53)
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C. Classification des codes

Il est intéressant d’utiliser un exemple pour expliquer la notion de classement d’un code. Soit le tableau 8-1
représentant le codage au moyen des symboles 0 et 1 d’unc source de dimension 4.

Tableau 8-1 Codage binaire

X; Code 1 Code 2 Code 3 Code 4 Code 5 Code 6
X 00 00 0 0 0 1

X, 01 01 1 10 01 01

Xy 0o 10 00 110 011 001
Xq 11 11 11 111 0111 0001

1. Code de longueur fixe

Un code de longueur fixe cst un code dont tous les mots ont méme longueur. Exemple : les codes 1 et 2 du
tableau 8-1 sont de longueur 2.

2. Code de longueur variable

Un code de longueur variable est un code dont les mots ne sont pas tous de méme longueur. Exernple : les
codes 3, 4, 5 et 6 du tableau 8-1.

3. Code univoque

Un code univoque est un code dont chaque mot est distinct de tous les autres mots. C’est le cas des codes 2
4 6 du tableau 8-1. Contre-exemple : le code 1 pour lequel les codages de x; et de x5 sont identiques.

4. Code sans préfixe

Un code sans préfixe est un code pour lequel aucun mot ne peut étre formé a partir d’un autre par addition
de symboles. Exemple : les codes 2, 4 ¢t 6 du tableau 8-1.

5. Code déchiffrable de facon unique

Un code déchiffrable de fagon unique est un code qui permet de restituer dans son intégrité et sans ambiguité
unc séquence de symboles d’centrée a partir de la séquence des codes binaires qui leur sont associés. On remarque
que le code 3 du tableau 8-1 n’est pas un code déchiffrable de fagon unique puisque la séquence binaire 1001
peut correspondre 4 une suite d’entrée x2x3x; ausi bien qu’a une suite x2x;x;x;. Une condition suffisante pour
qu’un code possede cette qualité est qu’ancun de scs mots ne soit le préfixe d’un autre mot. C’est ainsi que les
codes 2, 4 ¢t 6 du tableau 8-1 sont des codes déchiffrables de fagon unique. Cette condition n’est pourtant pas
nécessaire a 1'unicité de déchiffrage. Le code 5 du tableau 8-1 n’est pas un code sans préfixe, il est pourtant a
déchiffrage unique; le code 0 est préfixe de chacun des autres mots du code.

6. Code instantané

Un code a déchiffrage unique est dit code instantané sila fin de tout mot de code est identifiable sans examen
des symboles du mot de code qui suit. Les codes instantanés sont des codes sans préfixe. C’est pourquoi ces
derniers sont parfois appelés codes instantanés.

7. Code optimal

Un code est dit optimal sil est instantané et présente une longueur moyenne L minimale pour une source
donnée avec des probabilités données d’occurrence des symboles que produit la source.

e et e g e 3t

Sy s e

N

e

pro-mr




image12.png
CHAPS8] INFORMATION ET CODAGE 273

D. Inégalité de Kraft

Soit X unc source discréte sans mémoire (SDSM) d’alphabet {x;} ( = 1,2,...,m). On désigne par »; la
longueur du code binaire correspondant 2 x;.
Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un code binaire instantan¢ a pour expression :

k=) 2"« (859
i=1

relation connue sous le nom d’inégalité de Kraft.

On remarquera que 1’inégalité de Kraft nous assure qu’il existe bien un code instantané déchiffrable dont
la longueur des mots satisfait 4 1’inégalité en question. Elle ne nous dit rien sur la fagon d’engendrer un tel
code pas plus qu’elle ne nous garantit qu’un code satisfaisant A cette inégalité est ipso facto décodable de fagon
univoque (probléme 8.27).

8.8 CODAGE ENTROPIQUE

Onappelle codage entropique |’ élaboration d’un codage dont la longueur moyenne des mots refléte I'entropie
Jd’une source discréte sans mémoire. Nous allons étudier dans ce qui suit deux exemples de codage entropique.

A. Codage de Shannon-Fano

On obtient un codage efficace en appliquant la procédure suivante, connue sous le nom d’algorithme de

Shannon-Fano.

1. Lister les symboles de la source par probabilités décroissantes.

2. Partager ’ensemble en deux sous-ensembles aussi équilibrés que possible au sens de la sommation des
probabilités élémentaires des symbolcs.

3. Répéter le processus de partage en assurant au micux I’équilibre jusqu’a ce que I'opération devienne
impossible.

Le tablcau 8-2 illustre un exemple de codage Shannon-Fano. On aura remarqué que ce type de codage peut
induire des ambiguités lors des partitions successives en sous-enscmbles globalement équiprobables (probléme
8.33).

Tableau 8-2 Codage de Shannon-Fano

o w P(x;) Etape 1 Etape 2 Etape 3 Etape 4 i Code 5
X, 0,30 0 0 00
I 0,25 0 1 J 0
X 0.20 1 0 Lo
0 0.12 1 i 0 | w0
x5 0,08 1 1 1 V¥76”% 1110
X, 0,05 1 | 1 7‘1V# 1111

H(X) =2, 36 bisymbole
L =2, 38 b/symbole
n=HX)/L=099
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B. Codage de Huffman

Le codage de Huffman produit généralement un code optimal. C’est le plus efficace des codages (probléme

8.34). La méthodc cst la suivante :

1. Lister les symboles de la source par probabilités d’occurrence décroissante.

2. Additionner les probabilités des deux éléments de probabilités les plus faibles et réordonner la liste. Cette
étape est appelée réduction de niveau 1. Répéter cette procédure jusqu’au niveau ou il ne reste dans le
tableau que deux positions classées dans 1’ordre de leurs probabilités.

3. Commencer le codage au dernier niveau de réduction sur le couple de probabilités obtenu. On attribue le
bit 0 comme premier digit des mots codés de tous les symboles de source associés a 1a premiére probabilité
ct 1 comme premier digit des mots codés de tous les symboles associés 4 la seconde probabilité.

4. On descend d’un niveau et I’on attribue les bits 0 et 1 comme deuxiéme digit des mots codés associés
aux deux éléments qui ont ét€ combinés au niveau précédent, en maintenant les affectations obtenues a
I"¢tape 3.

5. Opérer de fagon régressive jusqu’a ce que I’on atteigne la premicre colonne.

Lc tableau 8-3 donne un cxemple de codage d’Huffman.

Tableau 8-3 Codage d’Huffman

X, P(x;) Code
00 00 00 1
X 0,30 0,30 — 0,30 0,45 0,55
01 01 01 00
X3 0,25 0,25 0,25 0,30 0,45
11 11 10 1
X3 0,20 —— 0,20 0,25 0,25
01
101 100
X4 0,12 0,13 ——— 0,20
11
x5 008 22 Ngp )
101
Xq 0,05
1001
H(X) = 2,36 b/symbole
L =2, 38 bisymbole
n =0,99

8.9 CODAGE D’UN CANAL DE TRANSMISSION

Nous allons étudier, dans ce qui suit, les moyens de codage permecttant d’acheminer avec flabilité des
informations numériques sur un canal bruité.

A. Codage d’un canal

La figure 8-7 représente un dispositif permettant de coder la transmission d’un message sur un canal. Ce
canal peut recevoir directement la séquence binaire du message d’entrée ou son codage issu d’un codeur. Ce
dernier introduit une redondance systématique dans le flux de données sous la forme de bits complémentaires
qui permettent de détecter et/ou de corriger les bits erronés au niveau du récepteur.
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Canal
Codag .
Cana:]c f——————=1 discrct sans Décodeur >
Message ¢ Suite mémoire | Mossage
binairc codée T décodé
Bruit

Fig. 8-7 Codage d’un canal

B. Théoréme du codage pour un canal

Le théoréme du codage pour un canal s’énonce comme suit

Etant donné une source discréte sans mémoire (SDSM) X d’entropie H (X) b/symbole et un canal discret
sans mémoire (CDSM) de capacité C, b/symbole, st H(X) < C;, 1} existe un codage qui permet de transmettre
le message de la source sur le canal avec une probabilité d’erreur aussi petite qu’on le désire.

En revanche, si H(X) > C,, il est impossible de transmettre des informations sur le canal considéré avec
une probabilité d’erreur arbitrairement réduite.

On retiendra que le théoréme du codage affirme 1’existence d’un codage sans donner les moyens de le
construire.

C. Codage par blocs

Dans un codage par blocs, on code le message binaire ou la suite des données sous forme de blocs séquentiels
/ longs de k b et chacun de ces k-b blocs est converti en un #—b bloc avec n > k. On appelle le bloc obtenu un
(n,k) bloc. On peut ainsi représenter un mot codé sous forme d’un {#,k) bloc :

C1C2 -+ Ck Ck4l1Ck42 " Cn

Bits données Bits de parité

Les n — k bits de la seconde partie du mot.codé sont des bits de contréle de parité.
Dans ce cas, le codeur effectuc ’opération de conversion suivante :

r:U—->V (8.55)

ou U cst un ensemble de mots binaires de longueur k et V' est un ensemble de mots binaires de longueur n avec
n > k. Chacun des 2* mots de données est associé de fagon biunivoque & un mot codé. Le rapport k/# est appclé
taux de remplissage du code.

810 CODAGE AVEC CONTROLE D’ERREUR

Les codes utilisés en communication peuvent corriger ou simplement détecter les erreurs de transmission,
suivant le taux de redondance des bits de contréle de parité. Il existe donc des codes correctenrs d erreur de
types trés divers, tels que les codes a contréle de parité linéaire, les codes cycliques et les codes convolutifs.
Nous allons parler ici des codes a contréle de parité.

A. Codes 2 controle de parité linéaire ) .

11 est commode de représenter le mot codé d’un codage par blocs (n,k) sous forme d’une matrice. Le mot
codé est unc ligne de la matrice dont les éléments sont les symboles du code. On peut représenter un vecteur
code ¢ et un «vecteur données» d de la fagon suivante :

c=[c @ -
d=[d d - di]
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Si les & premiers bits d’un mot codé sont des bits de données, on dit que le code est systématique. Dans le
cas d’un codage systématique & contrOle de parité, les k premiers bits sont des bits de données tandis que les
m = n — k suivants sont des bits de contréle de parité formés par combinaison linéaire des bits de données :

¢y = d[
o=d;
Cit = prid; @ prads D -+ D preds (8.56)

Crr2 = pad) @ pudy @ - D pudy

Ckdm = pnzldl D pmdr & @ pmkdk
ol @ indique I’addition modulo 2, dont les régles sont définies ci-aprés :

0p0=1641=0
0dl=10=1

La relation (8.56) peut s’écrire sous la forme matricielle qui suit

10 -« 0 py pa - pm
e=do=fa & - 4|01 0 0o opmo e (857)
00 --- 1 pu pu - Pmk
oul'ona:
G = P (8.58)

expression dans laquelle 7; est la matrice unité d’ordre k et PT est la matrice transposée de la matrice des
coefficients P ayant pour expression :

Pu P2 0 Pu
p=| P 2o 59
Pmy Pm2 - Pmk

La matrice G de dimensions k x n cst appeléc matrice génératrice. Le code (ensemblc complet des mots codés)
engendré par la relation (8.56 ) ou (8.57) est appelé code a contréle de parité linéaire.

B. Matrice de contrdle de parité

Soit H la matrice de dimension m x » ayant pour définition :
H =[P I] (8.60)
obm =n—k.Onaalors:

-
HT = ['; } (8.61)
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ainsi que

T
Gu" =[n, PT][P

, ] =PTerPl =0 (8.62)

ot I’on a reconnu dans 0 la matrice nulle de dimension & x m. Une postmultiplication par H7 des deux membres
de la relation (8.57) et 'utilisation de la relation (8.62) pcrmet d’obtenir :

cHT =dGHT =0 (8.63)

Lamatrice H estappelée matrice de contrdle de parité du code considéré ct larelation (8.63) est appelée relation
de parité.

C. Décodage syndromique

Soit r le vecteur 1 x n regu A la suite de la transmission du vecteur code ¢ sur un canal bruité. Considérons
tout d’abord le cas d’une seule erreur en position 7. Ona:

r=cde (8.64)
oiil'ona:
e=[0-.-0 10-..0] (8.65)
T
position {

Le vecteur e est appelé vecteur d’erreur.
Notons au passage que la somme (modulo 2) de deux vecteurs codes, a et b a pour définition :

a®b=[a ®b &b, - a, ®b,l

olll’'ona:
a=la a2 -+ ayl
b=[b by -+ byl
On évalue ensuite rH7 et I’on obtient :

rHT = (c®e)HT =0®eH” =eHT =5 (8.66)

Le vecteur 1 x m obtenu, s, est appelé syndrome de r. Ainsi, connaissant s et en remarquant que eH7 est
la iéme ligne de AT, on peut repérer la position d’une erreur en comparant s aux lignes de H”. On appelle
décodage syndromique la méthode qui consiste a décoder un message en effectuant cette comparaison. II faut
aussi dire que 1’on ne peut identifier la totalité des configurations erronées par décodage syndromique. Un
syndrome «zéro»indique que r est un vecteur code présumé valide.

Sous décodage syndromique, un (n,k) bloc de code linéaire peut corriger jusqu’a ¢ erreurs par mot de code

sin et k respectent la limite de Hamming.
t
n
L ) 8.67
)D (; 8:67)

I
() =5=nm

oul'ona:

Un codage par blocs qui satisfait & I’égalité de la relation (8.67) est appelé code parfait. Les codes parfaits
capables de corriger une seule errcur sont appelés codes de Hamming.

Onremarquera que le respect de 1alimite de Hamming est nécessaire mais non suftisant lors de la construction
d’un code a contrdle de parité capable de corriger ¢ crreurs.
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811 DETECTION ET CORRECTION D’ERREUR EN CODAGE PAR BLOCS LINEAIRE
A. Distance de Hamming

Etant donné deux vecteurs codes ¢; ct ¢; de méme dimension (nombre d’éléments), on définit une distance
de Hamming d(c; c;) entre ces vecteurs égale au nombre de positions o leurs éléments sont différents.

On définit ¢galement le poids de Hamming w(e;) d’un vecteur code ¢; égal au nombre de 1 de ¢;. On peut
ainsi dire que le poids de Hamming de ¢; est sa distance de Hamming par rapport au vecteur 0, ¢’est-a-dire

we;) = d(c;,0) (8.68)

ol 0 est le vecteur code dont tous les éléments sont nuls. On peut aussi exprimer la distancc dec Hamming cn
fonction du poids de Hamming :
d(c;,c;) = w(e; ®cj) (8.69)

B Distance minimale

La distancc minimale d’un code par blocs linéaire est la plus petite distance existant entre deux vecteurs du
code.

D’aprés la propriété de fermeture des codes par blocs linéaires (la somme — ou la différence — modulo 2
de deux vecteurs codes est aussi un vecteur code), on peut déduire le théoréme suivant :

THEOREME 8.1

La distance minimale d’un codage par blocs linéaire est le plus petit poids de Hamming du vecteur code non
nul du codage.

D’aprés la relation (8.63), on peut définir un codage par blocs linéaire comme 1’ensemble des vecteurs

codes pour lesquels :
cH =0 (8.70)

oit HT est la transposée de la matrice /7.
La distance minimalc dmin d’un codage par blocs linéaire cst étroitcment liée a la structure de 1a matrice de
contréle de parité H de ce code. C’est ce qu’énonce le théoréme suivant :

THEOREME 8.2

La distance minimale dy;, d’un codage par blocs linéaire est égale au nombre de lignes de la matrice H7
dont 1a somme est égale a 0.

C. Détection et correction d’erreur

La distance minimale d’un codage par bocs linéaire est un paramétre important du code. Elle détermine les
capacités de détection et de correction d’erreur du codage. C’est ce que confirme le théoréme suivant :

THEOREME 8.3

Un codage linéaire par (n,k) blocs de distance minimale dpy, peut corriger jusqu’a ¢ erreurs si et seulement

si:
doin = 26 + 1 8.71)
On peut donner une représentation géométrique de la relation (8.71). La figure 8-8 représente deux sphéres
de Hamming, chacunc de rayon ¢, centrées sur Ies points représentatifs de deux vecteurs ¢; et ¢;. Dans le cas
8-8(a) les deux sphéres sont disjointes c’est-a-dire que d(c;,¢c;) > 2¢ + 1. SiT'on transmet dans ces conditions
le vecteur code ¢;, et si I'on regoit un vecteur r tel que d(c¢;,r) < 1, il est clair que le décodeur choisira ¢;
puisqu’il s’agit du vecteur code le plus proche du vecteur r. En revanche, dans le cas §-8(&), Ies deux spheres
sont sécantes, ¢’est-a-dire que d(c;,¢;) < 2t. On voit que si I’on transmet alors ¢;, il existe un (parmi d’autres)
vecteur réception r tel que d(¢;,r) < ¢ etd(e;,r) < ¢, ce qui entraine une ambiguité de choix pour le récepteur.
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(a) (€]
Fig. 8-8 Distance dc Hamming

Problémes résolus

MESURE DE PINFORMATION

8.1.

8.2,

Démontrer la relation (8.5), & savoir que, si x; et x; sont indépendants

I(xpox5) = 1(x) + T(x))
Si x; et x; sont indépendants, on peut écrire, d’apres la relation (5.25)
Pxi,x;) = Pxi)Plx;)
Draprés la relation (8.7), ona:
L g 1
P (xixj) P (xi) Pxj)

I(xix;) = log

1
= log —— +lo
Pon T B PGay

= 1) +1(x))

Une SDSM (source discréte sans mémoire) émet quatre symboles x;,x7,x3,Xx4 avec les probabilités

P(x1)=0,4, P(x;) =03, P(x3) = 0,2, P(x4) =0,1.

(a) Calculer H (X).

(b)  Evaluer le contenu informatif des messages x;xpx)x3 €t x4x3x3x2. Les comparer avec la valeur
de I1(X) obtenue ci-dessus.

@
4
HX) = =" PG logy[P(x)]
i=1
= —0,4log, 0,4 ~ 0,3l0g, 0,3 — 0,2 log, 0,2 — 0,1log, 0,1
= 1,85 b/symbole
®

P(x1x2x1%3) = (0,4)(0,3)(0,4)(0,2) = 0,0096
T (x(x2x1x3) = —logy 0,009 6 = 6,70 b/symbole
Ainsi :
I(x1x2x1x3) < 7,4 [= 4H(X)] b/symbolc
P{(xax3x3x2) = (0,1)(0,2)(0,2)(0,3) = 0,001 2
I(xax3x3x2) = —log, 0,0012 = 9,70 b/symbole
D’oti 'on tire :
1 (x4x3x3x7) > 7,4 [= 4H (X)] b/symbole
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8.3.

8.4.
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On considére une source binaire sans mémoire produisant deux symboles x| et x;. Montrer que H (X)
est maximal lorsque x; et x, sont équiprobables.

Posons P(x1) = «. Il en résulte que P(x2) =1 — .

H(X)=—alogya — (1 —a)log,(1 —a) 8.72)
En dérivant par rapport 4 , il vient :
dH(X) d
o= E[—alogza = (1 — ) logy(1 — a)]

En utilisant I’identité :
d 1 dy
—log,y = 3 log), e——

dx dx
On obtient : dHEO .
-
= log, o + logy (1 — @) = log, p
Pour avoir un maximum de H (X), il faut assurer la condition :
dH(X)
=0
do
ce qui conduit 4 1’équation :
I —«a | 1
=]—->a=—-
3 2

On aura remarqué que H(X) = Olorsque « = Ooua = . Lorsque P(xy) = P(x3) = %, H(X) cst maximum et a
pour cxpression :

1 1
H(X)= 3 log, 2 + 3 log; 2 = 1 b/symbole (8.73)

Vérifier la relation (8.9), ¢’est-a-dire
0 H(X) <log,m
ol m est la dimension de I’alphabet de X.

Démonstration relative a la borne inférieure : comme 0 < P(x;) < l,ona:

1 1
21 et | =20
z 82 play

P(xi)
[l en résulte que :
PGl B
(xi) log, o
ainsi :
m
H(X)=Y P(x)log, >0 (8.74)
; P(x;)
On remarque d’autre part que :
Pxp)l =0
(x1) logy Pon)

si et seulement si P (x;) = O ou 1. Comme d’autre part :

i Pxj)=1
i=1

Jorsque £ (x;) = 1, on en conclut que P(x;) = O pour j # i. C’est seulement dans ce cas que H(X) = 0.
Démonstration relative & la borne supérieure : considérons deux répartitions de probabilité {P (x;) = P;} et
{Q(x;) = Q;) portant sur I’alphabet {x;},i = 1,2,...,m, satisfaisant 4 la condition :

il’;:l ot iQi:l (875)
i=] i=]
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8.5.

8.6.

En faisant appel 4 la relation (8.6), on peut écrire :

1 L Q
i
Zlogz 7 = — P In Pi

En utilisant alors I'inégalité ci-aprés :
ha<a—-1 a=0
et en remarquant que 1'égalité n’a lieu que lorsque « = 1, on obtient :

ZPln \ZP, (#—1):i(gi—m

i=l

m m
=2 0i-) Pi=0
i=1 i=1

cn utilisant la relation (8.75). On a donc :

Z Pilog; — % <o
i=1 b
ol I"égalité n’a lieu que lorsque Q; = F; pour toute valeur de /. En posant :

on obtient :

ZPilogz :—ZP,logzP—ZPlogzm

i= i=l

= H(X) - logym Z P
=1
= H(X) —log,m <0
d’oli I’on déduit :
H{X) < logym

281

(8.76)

(8.77)

(8.78)

(8.79)

(8.80)

Quant a I’égalité, elle se produit uniquement lorsque les symboles de X sont équiprobables, comme dans la relation

(8.79).

Une image TV haute résolution en noir et blanc comporte environ 2 x 106 pixels (éléments d’image) et
seize niveaux de gris. La fréquence de renouvellement est de 32 images par seconde. On suppose que
les pixels sont indépendants les uns des autres et que les niveaux de gris sont équiprobables. Evaluer le

débit d’information R de ce canal de télévision.

16
1 1
H =4 ixel
(X) = ; < 1082 72 = 4b/pixe
Le débit du canal en pixels par seconde a pour expression :

r = 2(108)(32) = 64(10%) pixcls/s
On en déduit donc le débit d’information R du canal :

R = rH(X) = 64(10%)4 = 256(10%) b/s = 256 Mb/s

On considére une source transmettant des signaux télégraphiques dont les symboles sont des traits et des
points. La durée d’un point est 0,2 seconde tandis que 1a durée d’un trait est 0,6 seconde. La probabilité
d’occurrence d’un point est deux fois celle d'un trait ¢t Pintervalle entre symboles a unc durée de 0,2

seconde. Calculer le débit d’information de cetfe source.
P (point) = 2 P (trait)
P (point) + P(trait) = 3P (trait) = |
Ainsi :

I 2
P(trait) = - ct P(point) = 3

w
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D’aprés la relation (8.37) :
H(X) = ~P{point) log, P(point) — P(trait) log, P(trait)
= 0,667(0,585) + 0,333(1,585) = 0,92 b/symbole
tpoint = 0,2 frgie = 0,6 fespdice = 0,2
On en déduit que la durée moyenne d'un symbole a pour valeur :
Ty = P{poin)fpoint + P (trait)hirait + fespuce = 0,533 s/symbole

Et le débit moyen en symboles par seconde a pour valeur :
1 .
r = — = 1,875 symbole/s
7-.\'

On en déduit le débit moyen d’information de la source :

R =rH(X)=1,875(0,92) = 1,725 b/s

CANAUX DISCRETS SANS MEMOIRE

8.7.  On considére un canal binaire tel que représenté sur la figure 8-9 (voir probléme 5.8).

09
P(x) X A
0,1
0,2
Plxy) X2 r2
. 0,8
Fig. 8-9

(a) Calculer 1a matrice de transition du canal de transmission.
(b) Calculer P(y) et P(y;) lorsque P(x;) = P(x2) =0,5.
(3] Calculer les probabilités conjointes P (xy,yz) et P(x2,y() lorsque P(x)) = P(x;) =0,5.

(@) En appliquant Ia relation (8.77), on obtient la matrice de transition du canal :
Pyilx1)  P(yalxn) 09 01
[PYIX)] = |: =
1% P(yilx2)  Ply2lx2) 02 08

» En appliquant les relations (8.13), (8.74) et (8.15), on obtient :

[P()] = [PCOIPT X))

09 0,1
0,2 038

=10,55 0,451=[P(y1) P()]

On en déduit que P(y;) = 0,55 et que P(y2) = 0,45.
(¢) En appliquant les relations (8.76) et (8.17), on obtient :

=05 0,5][

[PX, )] =[P (X)alP(Y1X)]
_|os5 o 0,9 0,1
Lo 051002 08
_[06,45 0,057 [Py Plxiy)
TLo 04 |7 [Py P2y
D’ou ’on conclut que P(xy,y2) = 0,05et P(x2,v,) =0,1.
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8.8. On connecte en série deux canaux binaires identiques & celui du probléme 8.7, comme I'illustre la
figure 8-10.
0,9 i 0,9
X, = 2y
0,1 0,1
0,2 0,2
Xy 22
) 0.8 y2 0.8
Fig. 8-10

(@)  Calculer la matrice de transition de cet assemblage ct en tracer le schéma.
®) Calculer P(z;) et P(z2) lorsque P(x;) = P(x3) =0,5.

(a) D’apres la relation (&.15), on sait que :
[P(Y)] =[PCONPTIX)]
[P(Z)] = PIP(ZIY)]
=[PP IXOIPZIY)]
= [PXONPZIX)]

Alnsi, en se reportant a la figure 8-10:

[P(ZIX)1 =[P X)IP(ZIY)]
_J09 0,17[09 0,17 _[083 0,17
o2 08][02 08] [034 0,66

La figure 8-11 représente le schéma équivalent de ce canal.

0,83
X1 z,
0,17
0,34
Rel 2,
0,66 B
Fig. 8-11

(b) On peut écrire que :

[P(D)] = PONP(ZIX)]

0,83 0,17

=[0,5
. 0’5][0,34 0,66

] =[0,585 0,415]

D’ot I’on déduit que P(z;) = 0,585 et P(z2) = 0,415.
8.9. Un canal est caractérisé par sa matrice de transition :

[P(YIX)J=|:1—0P ’ 13;:] 8.8





image23.png
284 INFORMATION ET CODAGE {CHAP. 8

(a) Dessiner le schéma représentatif de cc canal.

(b)  Silasource délivre des symboles équiprobables, calculer les probabilités associées aux symboles
de sortic du canal pour la valeur p = 0,2.

(a) La figure 8-12 représente le canal en question. 11 s agit d’un canal binaire avec effacement. Ce type de canal

posséde deux entrées, x; = 0 et xp = [, et trois sortics y; = 0, y, = e et y3 = I, ol e signifiequ’il y a
effacement de la valeur regue, dont on ne peut dire si elle est égale 4 0 ou a | et que I'on efface.

L~p
xy; =0 =0
Id
ya=e
P
Xy =1 yi=1!
I~p
Fig. 8-12  Canal binaire avec effacement
b) D’apres la relation (8.15), on a:
08 02 0
(P =105 0,5][0 0.2 0,8]
=[0,4 0,2 0,4]
D’ol I’on conclut que P(y;) = 0,4, P(y;) = 0,2 et P(y3) =0,4.
INFORMATION MUTUELLE
8.10. Montrer que I’on a, pour un canal sans perte :
HX)Y)=0 (8.82)

Lorsque I"on observe la sortie y; d’un canal sans perte (figure 8-2), on sait toujours quel symbole a €t¢ transmis, ce
qui s’exprimie de la fagon suivante :
Plxily;)=0 ou 1 (8.83)

Or, d’aprés ia relation (8.23), on peut écrire que :

n m

HEXY) == % Plxi.yj)log Plxi.y)
j=li=1

n n
==Y PO Y. Plaily)log, P(xi.y)) (8.84)
=1

On aura remarqué que tous les termes de la sommation sur i sont nuls car ils sont de la forme 1 x log, 1 ou 0 x log, 0.
On en déduit donc que pour un canal sans perte :

HX|Y)=0

8.11. On considére un canal sans bruit avec m symboles d’entrée et m symboles de sortie. Montrer que
H(X)=H() (8.85)

etque :
HYIX)=0 (8.86)
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La matrice de transition d’un canal sans bruit a pour expression :

Jr =g
P()Jlxt)—{o P#
D’ou il s’ensuit que ©
P(xp) i=j
P(xi,yp:P(yjtxOP(x;):{0( 0T

ainsi que

POy =Y Py = P&}
i=zl

On a donc, d’apres les relations (8.7) et (8.89) :

HY) ==Y Plylog, P(y)
j=1

m

m

P(x;)logy P(xj) = H(X)

i=l
En tenant compte ensuite des relations (8.24), (8.87) et (8.88) :

m_m

HY|X)==3"Y" P(x,y)log, P(yjlx)

j=1i=1

m s

== P Y logy P33
o =
n

P(xj)log, 1 =0

i=1
8.12. Démontrer la relation (8.26), a savoir :

H(X.Y) = HX\Y)+ H(Y)
D’aprés les relations (5.23) et (5.30), ona :
Pxi,y5) = Py P(yj)

ainsi que :

S PGy =P

285

(8.87)

(8.88)

(8.89)

Dong, selon la relation (8.25) et en appliquant les relations (8.22) et (8.23), on peut écrire quc :

nom

HX,¥) == %" P(x.y)log Pxi,5))

j=li=1

n m
=33 PGy logl PGty P ()]

j=li=1
nom

== Py log P(xilyp)

j=li=1

n n
-3 [Z P(xi,yj)} log P (y))
=1 Li=

n

=HXIY) =) POplog P(y))
j=1

= H(X|Y)+ H(Y)
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8.13.

8.14.

8.15.
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Montrer que 1'information mutuelle 7 (X; Y) du canal dont la matrice de transition est explicitée par la
relation (8.11), dont les probabilités d’occurrence des symboles d’entrée sont P(x;), i = 1,2,..., met

les probabilités d’occurrence des symboles de sortie sont P(y;), j = 1,2,..., n a pour expression :
m n P X .
1Y) = ZZP(xi,yj)logz—% (8.90)
i

j=l =1
D’apreés Ja relation (8.28), ona:
I{X;Y) = H{X) - HX|Y)
En appliquant les relations (8.28) et (8.23), il vient :

n \ aam
106GY) =3 P)log 5~ +,»;f:1 P(xj,yp)logy P(xily))

i=1

m

” n ]
= Z [Z P(Xi,}'j)] log, P + ZZ P (xi,yj) logy P(xily))
i=l | j=1 -

j=li=1

_ZZP(X"yJ I:k’gz Pix )+101>2 P(xilyi) ]

i=l j=

)
—ZZP()(, ¥ log, P(y;

=] je==

Démontrer la relation (8.29), a savoir :
I(X;Y)y=1(Y; X)
D’aprés la relation (8.90), on peut exprimer /(Y ; X) de la fagon suivante :
n n P( ,.X)
176 =3Y" 3 PGy log, Py(’y_)‘ 891
i

i=1 j=1

Draprés les relations (5.8) et (5.24),ona:
P(yj.xi) = P(xi.yj)
et
Plyjla) — Pxlyy)
Py P(x;)
En rapprochant les relations (8.97) et (8.90), on conclut que :

1 Yy=1(:X)

Démontrer la relation (8.30), 4 savoir :
I(X;Y)=0

D’aprés la relation (8.90) et en appliquant la formule log(a/b) = —log(b/a), il vient :
P(x;)
—I(X;Y) = ZZPOMJ) 08y 5 (892)
o= Pxilyp)
En appliquant la régle de Bayes (relation 5.24), on obtient :
P(xi)  PG)PGy)
P(xily;) P(x;.yj)
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que {’on peut écrire de fagon différente en invogquant la relation (8.6) :

P(xp)P
—1X:7) = *ZZ”W yiyin SO0 893)
i=l j= ’yf)
En utilisant 1’inégalité (8.76), & savoir :
Ine <a—1
1l vient :
Px)P(y)) }
~I(X;Y) € Pxi,y, )[ -1
IXI:}X; 12 P(thj)
soit

—I(X;7) < 1715 [ZZP(x»P(y;)—ZZPm,yj)} (8.94)

i=1 j=1 i=1 j=1

Commeona:
n

PGi)PO)) = ZP(x, ZP(y,) =Mhm=1

i=1 j=1

ainsi que :
n
i=1 j=1

La relation (8.94) se réduit a :

Y Y = iy=
P(x y>—Z[ZP(x, yj)] > Py =1
i j=t =

—I(X;Y) <0

c’est-a-dire :
IX:¥)z0

8.16. On considére un canal non bruité (figure 8-5) avec P(x)) = «.
(@)  Montrer que I’information mutuelle / (X; Y) a pour expression :

IX;Y) = H(Y)+ plog, p+ (1 = p)log,(1 — p) (8.95)
(b)  Calculer I(X;Y)poura = 0,5eta =0,1.
(¢)  Reprendre (b) pour & = 0,5 et p = 0,5. Interpréter le résultat obtenu.
La figure 8-13 donne le diagramme du canal binaire symétrigue assorti de ses probabilités d’entrée.

1-p
Px)=a X Yi

Plx)=1-a x; ya
I=p
Fig. 8-13 Canal binaire symétrique
(a) En invoquant les relations (8./6), (8.17) et (8.20), on obtient :

0o f1-
lP(X’Y)]:[g 1—01][ pp lfp}

_ [a(l -p) ap } - [P(n,yl) P(n,yz)]
(l-a)p (I-a)l-p) PQa,y1) Plx,ya)
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En invoquant alors la relation (8.24), il vient :
H(Y|X) =— Pxy,y1) logy P(yilxy) — Pxy,y2) logy Pyalxr)
— Plxz,y1) logy Py1lx2) — Pxz,y2) logy P(yatxz)
=-—a(l - p)log,(1 — p) —aplog; p
— (I —wplogy p— (1 —a)l — p)log, (1 — p)
=—plogy p— (1 —p)log(1 - p) (8.96)
D’ou I’on tire, en invoquant la relation (8.31) :
I(X:Y)=H®¥)— H({|X)
=H{)+ plog; p+ (1 — p)logy (1 — p)
(3] Lorsque o = 0,5 et p = 0,1, on a, selon la relation (8.15) :

0,9 0,1

PI)i=10s 0,5][01 09

] =[0,5 0,5]

d'oll P(y1) = P(y2) =0,5.
D’aprés la relation (8.22), on peut écrire :
H(Y) = —P(y)logy P(y1) — Py log; P(y2)
= —0,510g; 0,5 -0,510g,0,5 =1
plogy p+ (L — p)logy(1 — p) =0,11log, 0,1 +0,910g, 0,9 = —0,469

Donc :
I{(X;Y)=1-0,469 = 0,531

() Lorsque o = 0,5et p = 0,5,

0,5 05
0,5 0,5

HY)=1

P =105 0,5][ }:[0,5 0,5]

plog, p+ (1 — p)logs(1 — p) =0,5log, 0,5 4 0,510g,0,5 = —1

Donc :
IX;Yy=1-1=0

On remarquera que dans un tel cas (p = 0,5), il n’y a transmission d’aucune information. On aboutirait
au méme mode de fonctionnement en se débarrassant du canal et en remplagant le récepteur par un tirage a
pile ou face. Dans un tel cas, le canal est dit sans utilité.

CAPACITE D’UN CANAL

8.17. Démontrer la relation (8.36), a savoir que :
Cs =logym
ou C; est la capacité d’un canal sans perte et m Je nombre de symboles de X .
Pour un canal sans perte — relation (8.82), probleme 8.10 — on peut écrire que :
HX|)Y)=0

D’ou, selon la relation (8.28) :
I(X:Y)y=HX)- HX|)Y)=HX) (8.97)

1] s’ensuit, d’apres les relations (8.33) et (8.9), que :

Cy = max /(X;V)= max H(X)=log,m
s = max [(X:¥) = max H(X)=log,
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8.18. Démontrer la relation (8.42), soit :
Cy=1+4plog, p+ (1 - p)log;(1 - p)

ol C; est la capacité d’un CBS (figure 8-12).

Sil’on en croit la relation (8.95) — probléme 8.16 — 1’information mutuelle 7 (X: ¥') d’un CBS a pour expression :

)6)
IX:Y)=HY)+ plog; p+ (1 — p)loga(1 — p)
dont la valeur est maximale lorsque H (Y} est maximal. Comme la sortie du canal délivre un signal binaire, H (Y) est
maximal lorsque les valeurs de sortie sont équiprobables — relation (8.9). Dans ce cas, H(Y) = 1, cc qui conduit
a une valeur de la capacité cherchée qui a pour expression :
Cy= max I(X:Y)=1+plo + (1 — p)log, (1 —
v = max ( ) plogy p+ (1 — pylog, (1~ p)
8.19. Quelle est la capacité du canal binaire a effacement de la figure 8-14 (probléme 8.9)?
L=p
Plx))=a % ¥
P
¥
r
Pxp) =1 —a el .
I =p
Fig. 8-14 Canal binaire a effacement
Soit P(x;) = «. Il s’ensuit que P(x7) = | — . On a dong, selon la refation (8.87) :
t-p p O ] [P(yllm P(ylx) P(yaln)]
PYIX)= |: =
(Per] 0 p 1-p Prilx)  Pylxz)  P(yslxo)
irait
ge a D’apres la relation (8.75),ona:
1— 0]
PO =la 1-a| 77
0 p l—p
=le(l=p) p (I-e)l-p)]
=[Py Pl P
Selon la relation (8.77), ona:
a 0 1—-p p 0
PXY)]=
wn=[o L5000
_|etl=p up 0
97) B 0 (I—a)p -} —-p)

It

[P(XJY,Vl) Px1,y2) P(xl,y3):|
Plxg,y1) Px2,y2) Plx2,y3)
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De plus, on peut obtenir des relations (8.22) et (8.24) les évaluations suivantes :
3
H{Y) == POplog PGy
j=1

=—a(l — p)loga(l — p} — plogy p — (1 —a)(1 — p)logs[(1 —a)(1 — p)]
= (1 - p)l—alogya — (1 —a)log,(1 — «}]
—plog; p— (1= pYlogy(1 — p) (8.98)

3 2
HEIX)==3" 3" Plx,y)logy P(y,x)

j=li=1
=—a(l — p)logy(1 — p) —aplog, p
— (Il —aplog p— (1 —a)(1 — p)log, (1 — p)
=—plog, p— (1 — p)logy(1 — p) (8.99)
Ainsi, en invoquant les relations (8.37) et (8.72), il vient :
I(X;Yy=H¥)-HYIX)
= - p)l-alog,o — (1 —a)logy(1 —a)]
= (1 - p)H(X) (8.100)
Puis en vertu des relations (8.33) et (8.73) :
= 1(X; = 1- X)y={(-— X)y=1- 101
Cs = max 1(X;Y) (gﬂ(%}( PYH(X) = ( p){{,n(%)li( ) P (8.101)

(P}

CANAL AFFECTE D’UN BRUIT BLANC ADDITIF GAUSSIEN

8.20. Evaluer 'entropie différentielle 4 (X) d’une variable aléatoire X uniformément distribuée dont la
fonction de densité de probabilité a pour expression :

1
- 0<x<a

fxx) =14
0  autrement
pour(@)a =1,(b)a =2et(c)a = 3.

Si I’on en croit 1a relation (8.43),0na:

[ee]
H(X) = — f () log, fx () dx
-0

4] 1
= —f —log, 2 dx =logya (8.102)

0 a

(a) a=1H(X)=1logy1=0
B a=2,HX)=log2=1
(© a=LHX) =logy}=-log,2=-1

Nota : I’entropie différenticlle H (X) n’est pas une mesure absolue de 1’information.

8.21. Larelation (8.43) définit 'entropic différenticlle d’une variable aléatoire :

H(X) = *f Fx(x)logy fx(x)dx

00

Trouver la fonction de densité de probabilité fx (x) qui maximise H (X).

CH
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D’aprés les relations (5.34b) et (5.74), fx{(x) doit satisfaire aux deux conditions suivantes :
oQ
/ fxxydx =1 (8.103)
—o0

/w(x—u)zfx(x)dX=02 (8.104)

—oc

ol y est la moyenne de X et o2 sa variance. Il s’agit d’un probléme de maximisation de H (X) sous contrainte —
relations (8.103) et (8.104). On applique donc la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
On forme tout d’abord la fonction :

o0 o0
GLfx ) A1 k] = HOX) + 4 U fedx — 1] +1 [/ (= 1 fe ) dx — oz]
—oo oo

= [ [~fx(x) logy fx () + A1 fix (x) + Aalx — ;L)zfx(x)] dx —hy — hao? (8.105)

—00

o A et A7 sont les multiplicateurs de Lagrange. La maximisation de H (X) exige donc que :

aG
— = —Io, (x) —logye+ Ay +Aalx — )2 =0 (8.106)
EY) 2 fx 22 1 /
Ce qui impose :
logy fx(x) = —logy e + Ay + Aa(x — p1)?
soit N A
A
In fx(x) =—-1+ ! 2 (X—[l.)2

+
logye logye

On obtient donc :
Al Y

logoe  logye

Fx(x) = cxp [—1 + (x — mz} (8.707)

En raison de contraintes imposées par les conditions (8.7/03) et (8.104), il faut que A, < 0. En posant :

A
):a et 2 p?
log; e

xp| —1
exp( + logg

on peut écrire la relation (8.707) comme suit :
Fr(x) = ge b =0’ (8.108)

En tenant compte de la relation (8.708) dans les relations (8./03) et (8.704), on obtient :

[e]
a/ PO gy g YT (8.109)
o b
o0
a/ (x = e~ =m? gy = WYZ o2 (8.110)
. 2

En portant ces valeurs dans la relation (8.708), on voit que la fonction fx (x) désirée a pour expression :

1
fx@) = T

vides

e*(X*M)Z/(ZUZ) &1

Qui est la densité de probabilit¢ d’une variable aléatoire X de moyenne p et de variance 2. (voir relation 5.701).
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Montrer que la capacité d’un canal de largeur de bande infinie avec BBGA (bruit blanc gaussien additif)

a pour expression :
1S N
Coom o2 1442 s ®.112)
In2 7 7
ou S est la puissance moyenne du signal et /2 la puissance spectrale du bruit blanc gaussien.

I>’aprés la relation (7.6), la puissance de bruit N a pour valeur N = nB. En invoquant la relation (8.48), on

obtient : s
C=Blog{1+—
0°2( nB)

Posons S§/(nB) = A, il vient alors :

N 1 STl +4)
C=log(l +h)=——200TH 8.113
o oal T a) = s s — &.113)

On a donc:

. N
Coo = BleOOB log, (l + n_B)

1§ .. In(l+2)
= —— lim ————
In2 7 1—0 A
Comme )limo[]n(] + A1/, = 1, on obtient :
18 N

Coo=—— = 1,44— b/s
® " In2y n /s

Remarquons que la relation {(8.712) est utile pour évaluer la limite supérieure de performance d’un systéme de
communication dont le canal de transmission peut étre mod¢lisé au moyen d’un canal avec BBGA.

On considére un canal avec BBGA dont la bande passante est de 4 kHz et la densité spectrale de bruit
n/2 = 1072 W/Hz. La puissance du signal nécessaire au récepteur a pour valeur 0,1 mW. Calculer la
capacité de ce canal.

B=4000Hz S=0,10107HW
N =B =2(10"12)(4000) = 8(10~°) W

On en déduit :
S 0,10107%

N T 831079

S
C =Bl 1+ —
ng( +N)

= 40001log,[1 + 1,25(10%)] = 54,44(10%) b/s

=1,25(10%

Et d’apres la relation (8.48) :

Un signal analogique de 4 kHz de largeur de bande est échantillonné & 1,25 fois 1a fréquence de Nyquist,
chaque échantillon étant quantifié sur 256 niveaux équiprobables. On suppose que les échantillons sont
statistiquement indépendants.

(a)  Quelest le débit d’informations de la source?

b) Peut-on transmettre sans erreur les signaux de cette source sur un canal avec BBGA de 10 kHz
de bande passante et présentant un rapport signal sur bruit de 20 dB?

(¢)  Calculer le rapport S/N requis pour assurer une transmission sans erreur dans les conditions
énoncécs au (b).

COor

8.25.
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Calculer la bande passante requise pour acheminer sans erreur les signaux de la source considérée
sur un canal avec BBGA pour assurer un rapport S/N de 20 dB.

fu =4(10°) Hz
Fréquence de Nyquist = 2 fyr = 8(10%) échvs
r = 8(10%)(1,25) = 10* éctv's
H(X) = log, 256 = 8 b/éch
D’aprés la relation (8.10), le débit d’information R de la source a pour valeur :
R =rH(X)=10*@®) b/s = 80 kb/s

D’ aprés la relation (8.48), ona:
N 4 2 3
C = Blog, 1+—ﬁ = 10"log, (1 + 10%) = 66,6(10") b/s

Comme R > C, on ne peut envisager une transmission sans erreur.
Le rapport signal sur bruit requis se déduit de la relation :

s
C = 10*log, (1 + ﬁ) = 8(10%

S
) 1+—=)28
0g2( +N>

s s
1+ = 2»28=256 > — »255 = 24,1dB
+5 256> =22 1

soit
¢’est-a-dire :
11 faut un rapport signal sur bruit supérieur ou égal & 24,1 dB pour assurcr une transmission sans erreur.
La bande passante nécessaire peut s¢ déduire de la relation :
C = Blogy(1+100) > 8(10%
Soit
8(10%)

~ log,(1 + 100)

La bande passante requise doit &trc supérieure ou égale & 12 kHz.

=1,2(10% Hz = 12 kHz

CODAGE DE SOURCE

8.25. On considére une source discréte sans mémoire X a deux symboles x, et xa, avec P(x1) = 0,9 et
P(x3) = 0,1. Ces symboles sont codés comme I’indique le tablean ci-dessous :

Tableau §-4
X; P(x) Code
X 09 0
X5 0,1 1

Calculer I'efficacité 7 et la redondance y de ce code.

D’aprés la relation (8.49), la longueur moyenne L par symbole du code a pour valeur :

2
L= ZP(Xi)ni =0+ ODM=1b
izl
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D’apreés la relation (8.7) :

2
H(X)==Y" P(x)log, P(x))
i=t
= —0,%10g; 0,9 — 0,110g, 0,1 = 0,469 b/symbole
Ensuite, sclon la relation (8.53), 'efficacité du codage » a pour expression :
HX)

n= T = 0,469 = 46.9%

Enfin, suivant la relation (8.57), a redondance y du code a pour expression :

y=1-1=0,531=531%

L’extension d’ordre deux de la source discréte sans mémoire X du probléme 8.25, notée X2, consiste

a traiter les symboles sources par paire. Le tableau 8-5 représente le codage correspondant. Calculer
I’efficacité n et la redondance y de ce codage étendu.

Tableau 8-5

a; P(a,) Code

i
ay =X X 0,81 0
Ay =X1X, 0,09 10
ay =X X} 0,09 110
ay=Xx,%; 0,01 111

4
L= Z P(aj)n; = 0,81(1) +0,09(2) +0,09(3) + 0,01(3)
i=1
= 1,29 b/symbole
L'entropie de I’extension d’ordre deux de X, H (X?), a pour expression :

4
H(X?) = =" P(a)logy Plai)

i=!

8.28

= —0,81lo0g, 0,81 — 0,09 10g; 0,09 — 0,09 log, 0,09 — 0,01 log, 0,01
= 0,938 b/symbole
On en déduit Vefficacité n du code :

. H(X%) 0,938

= 0,727 = 72,7%
L 1,29 I

ainsi que la redondance y du code :
y=1-1=0.273=273%
On remarqucra au passage que H(Xz) =2H(X).

On considére une source discréte sans mémoire X produisant les symboles x;, i = 1,2,3,4. Le tablean
8-6 propose quatre codages binaires possibles.

Tableau 8-6
X; Code A Code B Code C Code D
X, 00 0 0 0
X5 01 10 11 100
X5 10 11 100 110
Xy 11 110 110 111
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8.28.

(@  Montrer que les codes A,C et D satisfont a I'inégalité de Kraft, et que le code B ne la satisfait
pas.

(b)  Montrer queles codes A et D sont déchiffrables de fagon unique tandis que les codes B ct C ne
le sont pas.

(@) En invoquant la refation (8.54), on obtient les résultats suivants :

Pour le code A : np=ny=n3=n4=2
4
1 1 1 1
=) 27 ==
Pour le code B : ny=1 np=n3=2 na=
4
1 1 1 1 1
K=) 27 =c4—-4-+-=1=>1
; 2 4 48 8
Pour le code C : ny=1 ny=2 n3=ng=3
4
1 1 1 1
K=) 27M=ct—t-F=-=1
; 2 4 8 8
Pour le code D : n =1 np=n3y=n4=3
4
1 1 1 1 7
K=) 27" =-d—4-+-=-<1
> 2T8T8TETRT

i=1
Tous les codes sauf le code B satisfont & I’inégalité de Kraft.
®) Les codes A ct B sont des codes sans préfixe. Ils sont par conséquent déchiffrables de fagon unique. Le code
B nc satisfait pas 4 ’inégalité de Kraft et n’est donc pas déchiftrable de fagon unique. Bien que le code C
satisfasse 4 1'inégalité de Kraft, il n’est pas déchiffrable de facon unique. Exemple : prenons la séquence
binaire 0110110; une tellc séquence peut correspondre aussi bien a la suite xjx2x1x4 qu'a la suite xjx4x4
des symboles émis par la source.

Démontrer la relation (8.52), ¢’est-a-dire :
> H(X)

ol L est la longueur moyenne par symbole des mots codés et H(X) est I’entropie de la source.
D’aprés la relation (8.78) — probléme 8.4 —ona:

Z Pilogy 2= Q’ <0

i=1

ou }'égalité ne se produit que lorsque @; = P;. Posons :

27h;
Qi = X (8.114)
ol (relation 8.54) :
m
K=Y 27" (8.115)
i=1
1l vient :
m
o= Z 27N = g 8.116)
i=1 :—I
etl’ona:

m
Zl)i _ZP (1002~——n, logzk)
i=1

n m
=- ZP,- logy P; ~ Y Pimi — (logy K) Y P

i=l1 =1 i=1

=H(X)-L—logyK <0 (8.117)





image35.png
296

8.29.

8.30.

INFORMATION ET CODAGE {CHAP. 8

L’inégalité de Kraft nous permet d’écrire que :

log, K <0 (8.118)
Ce qui entraine :
H(X)—L <logp K €0 (8.119)
D’oil
L >z H(X)

L’égalité ayant lieu lorsque K = let P; = Q;.

Soit X une source discréte sans mémoire dont I'alphabet se compose de symboles x; de probabilités
associées P (x;) = P;,i = 1,2,...,m.Montrer qu’un codage optimal de cette source imposc la condition:

"

K= Z 27 =) (8.120)
i=l

ainsi que

1
n; = 1()g2 —}—; = [,‘ (8121)

i

ol »; est la longueur du mot codé correspondant a x; et ; le contenu informatif de x;.

D’aprés le résultat du probléeme 8.28, le codage optimal d'une source pour laquelle L = H(X) impose K = 1 et
P; = Q;. Ainsi, d"apres les relations (8.715) et (8.774) :

s
K=Y 2"=1 (8.122)
i=
P=Q =27 (8.123)
1l s’ensuit que :
1
n = —log, P =log, = I;

i
On remarquera que la relation (8.727) est empreinte de bon sens : il faut affecter les codes les plus courts aux
symboles les plus probables, ceux qui reviennent le plus souvent.

On considére une source discréte sans mémoire dont 1’alphabet se compose de symboles x;, de probabilités
associées P(x;) = P;, i = 1,2,...,m. Soit n; la longueur du mot codé correspondant au symbole x;,
satisfaisant a la condition :

log, -[1;’— < n; € logy —[])—’ +1 (8.7124)
Montrer que cette relation est compatible avee 'inégalité de Kraft et trouver V’encadrement de K défini
par la relation (8.54).

L.a relation (8.124) peut étre écrite comme suit :

—logy P < n; < —logy P +1 (8.125)
s0it logy P; 2 ~n; 2 logy P~ 1
ou encore ploga Pi 5 =i 5 plogy Fig=1
Ce qui donne :
1
P27 2 5P (8.126)
On en déduit :
mn L l n
- - .
EDI ST gl’, (8.127)

Soit en définitive :
(8.128)
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% ce qui indique que I'inégalité de Kraft (8.54) est satisfaite et que la valeur de K est encadrée de la fagon suivante :
8.118) (r 3 <K <1 (8.129)
I
8.119) ; s o , o
; 8.31. On considére une source discréte X d’alphabet x; dont les symboles ont pour probabilités associées
‘ P(x;) = P;,i=1,2,..., m. Montrer qu’un codage construit en respectant la relation (8.724) satisfait a
i la condition :
N HX)<SL<HX)+1 (8.130)
Zb_?ltis | ol H(X) désigne I’entropie de source et L est la longueur moyenne des mots du code.
ition: i
| - En multipliant les termes de la relation (8.725) par P; et en sommant sur i, on obtient :
i
(8.120) i m " "
=Y Pilogy P <Y P < Y Pi(—logy Pi+ 1) (8.131)
i=1 i=1 i=1
(8121 i Orona:
; m m mn
S P(-log P+ 1y== Plog, P+ y P
K = let i=l i=1 i=1
=H(X)+1
. La relation (8.7/31) se réduit donc a :
(8.122) i HX)SL<HX)+1
(8.123) ; CODAGE ENTROPIQUE
|
‘ 8.32. Une source discréte sans mémoire utilise quatre symboles x;,x;,x3 et x4 dont lcs probabilités associes
1 sont P(x)) = 4,P(xz) = § et P(x3) = P(x4) = . Construire un code de Shannon-Fano pour X.
courts aux | Montrer que ce code présente un caractére optimal, a savoir que n; = I (x;) et que son efficacité est de
100%.
obabilités On construit le code de Shannon-Fano de la fagon suivante (tableau 8-7) :
mbole Xi, Tableau 8-7
X; P(x) Etape | Etape 2 Etape 3 Code
8.124) ! -
X, 3 0 0
défini
e K de xs L 1 0 10
X3 & 1 1 0 110
(8.125) X4 3 1 1 1 111
On peut écrire que :
1 1
I(Jq):flogZE:l:nl I(xz):flog22:2:nz
1 1
I(Xz):—logz§:3:"3 1(X4)=—10g2§=3=n4
(8.126) 4 1 | 1 1
HX) =Y P = =D+ 5D+ =B+ 3 =175
£ 2 4 8 8 '
®J27) L= 4P( ~11+l(2) ](3 ](3) 1,75
ﬁ; X,)n,fz() 1 +8 )+8 =1
(8.128) Y

n= = 1= 100%
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8.33. Unc source discréte sans mémoire X produit cing symboles équiprobables.

(a)  Construire un code de Shannon-Fano relatif 4 cette source et en calculer I’efficacité.
(b)  Construire un autre code de Shannon-Fano et comparer les résultats obtenus.
(o) Construire un code de Huffman relatif a ccite source ¢t comparer les résultats.

(a) On construit un code de Shannon-Fano cn choisissant deux sous-ensembles de départs approximativement
équiprobables, 0,4 et 0,6, de 1a fagon suivante (tableau 8-8) :
Tableau 8-8
. P Lrape 1 Ltape 2 Etape 3 Cude
X 0,2 0 0 00
X, 0,2 0 1 01
X5 0,2 1 0 10
EN 0,2 1 1 0 110
X 0,2 1 1 1 111

5
H(X) =Y PGplog P(x) = 5(=0,2lo0g,0.2) = 2,32
i=1
5
L= Zp(x,»)n,- =02(2+2+2+3+3)=24

i=1

8.34.

L’efficacité de ce code a pour valeur :

H(X) 23

ne=—" =

L 2

S

|

= 0,967 = 96,7%

S

2] On obtient un autre code de Shannon-Fano en partant de deux autres sous-ensembles approximativement
équiprobables, 0,6 et 0,4, de la fagon suivante (tablean 8-9) :

Tableau 8-9
X Pxi) Etape | Etape 2 Etape 3 Code
X, 0,2 0 0 00
Xy 0,2 0 1 0 010
X3 0,2 0 1 1 011
Xy 0,2 1 0 10
X5 0.2 1 ] 1 11

5
L= PO =02Q2+3+3+2+2) =24
i=1

Comme la longueur moyenne des mots codés est la méme qu’en (a), I'efficacité de ce deuxieme code a la
méme valeur que pour le premier.
©) On obtient un code de Huffman de la fagon suivante (tableau 8-10) :
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Tableau 8-10

x; P(x;)  Code
1 0
PR p— 04— 0.4 0,6 ——
0 o 00
5 02 —2 02 04 04—
001 000
o 02 0.2 \J: 02—
10
02 02
ta 001
; 02
s 11
L= Pln = 02043 13+2+2 =24

299

Comme la longueur moyenne des mots codés a, ici encore, la méme valeur, 1’efficacité de ce dernier code
est identique 4 celle des deux précédents.

8.34. Une source discréte sans mémoire utilise cing symboles x;,x7,x3,%4 et x5, dont les probabilités associées
sont P(x) = 0,4, P(x3) = 0,19, P(x3) = 0,16, P(xs) = 0,15et P(xs5) =0,1.

(@)  Construire un code de Shannon-Fano pour X ct en calculer ’efficacité.
(6)  Construire un code de Huffman et comparer avee le résultat précédent.

@ La construction d’un code de Shannon-Fano se fait de la fagon suivante (tablean 8-11) :

Tableau 8-11

H(X) == P(x)log, P(x;)

i=1

= —0,4log,0,4-0,1910g, 0,19 — 0, 161og, 0,16

—0,15102,0,15 — 0,1 log, 0,1

=2,15

5
L=y Pl
i=1

=0,42) +0,19(2) + 0,16(2) + 0,153) + 0,1(3) = 2,25

H(X) 2,15
=== 6 = 95,6%
325 0,95 95,6%

L

X Px;) Etape 1 Etape 2 Etape 3 Code

x, 0,4 0 0 00

X 0,19 0 1 01

X, 0,16 1 0 10

x, 0,15 1 1 0 110

x5 0,1 1 1 1 111
S




image39.png
300 INFORMATION ET CODAGE [CHAP. 8

b) On construit le code de Huffman de la fagon suivante :

Tableau 8-12

X; P(x;)  Code
i ‘ 1 0
X 04— 0.4 04 06
000 o1 00
X 019 0,25 0,35 04—
001 000
X 016 0,19 ———— [No0,25
: g 0
010
X 015 0.16 —
¥ 0l ot

5
L=3"Plom
i=]

=0,4(1) + (0,19 +0,16 4+ 0,15+ 0,1)(3) = 2,2

HX) 2,15
n= A 215 =0,977 = 97.7%
2 2.2

La longueur moyenne du codage de Huffman est plus courte que celle de Shannon-Fano, son cfficacité est
donc meilleure.

CODAGE D’UN CANAL DE TRANSMISSION

8.35. On considére le canal binaire symétrique (CBS) de la figure 8-13 (probléme 8.16). Montrer que sa
probabilité d’erreur a pour expression :

P,=p (8.132)
D’aprés la relation (8.20), on peut écrire :

I-p p Pynlx)  P(ylxn
P(Y|X)] = =
(PIrIFO] [ p I—P} [P()Hlxz) P(yzlxz):|

La probabilité moyenne d’erreur P, a pour expression :

Pe = P(nlx)P(x1) + P |x2) Pxy)
=pa+p(l—a)=p

8.36. On utilise le canal du probléme 8.35 avec un codage répétitif dont les symboles binaires O et 1 sont

répétés n fois, avee n = 2m + 1. Le décodage se fait en appliquant un critére majoritaire : si ’on a regu
dans un bloc de 7 bits plus de 0 que de 1, le décodeur opte pour 1a réception d’un 0. Dans le cas contraire, -

il décide qu’il a regu un 1. Une erreur se produit donc lorsque m + 1 ou plus parmi les 2m + 1 bits sont
incorrectement regus.

(@) Montrer que la probabilité d’erreur P, a pour expression :

P= Y (7)pa=pr (8.133)

P=ni+1

CHA

8.37.
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Calculer P, lorsque p = 0,01 pourn =3,5et 7.

La probabilité de recevoir erroné le i *™ bit a pour valeur :
(:’) Pl — pyri

D’o la probabilité cherchée :
n

Pe= )" (7) plit—py

i=m+1

Pourn=3,m=1ct p=0,0l,0ona:

3 2 3 3 -4
P 0,01)%(0,99) + 3 0,01 =~ 30107
Pourn=5,m=2etp=00l,0na:
5 3 2 5 4 5 5 —4
P, = 3 0,01)°(0,99)* + 4 0,01)*(0,99) + 5 0,01)7 ~ 3(1077)

=9,85(107%) ~ 103

Pourn=7,m=3etp=0,0l,ona:
_(7 4 i, (7 s 2
P, = 4 0,01)7(0,99)" + 5 (0,01)°(0,99)

7 6 7 7
+ (6> (0,01)%(0,99) + (7) (0,01)

=3,416(1077)

8.37. On considere un codage utilisant un bit de contréle de parité par bloc de & bits (d,d; - - - d) transmis. Ce
bit ¢, est choisi de fagon a satisfaire a la régle de parité suivante :

(@)
(b)
(o)

(@)

DD - D D) =0

Pour k£ = 3, donner tous les mots codés possibles du (4,3) code.

Quels sont les mots erronés que peut détecter ce (4,3) code?

Calculer la probabilité de non-détection d’un symbole erroné en supposant que les erreurs de
symbole sont indépendantcs et quc la probabilité d’unc erreur de symbole cst p = 0,01.

Tlexiste 2F = 2% = 8 mots codés possibles dont le tableau 8-13 donne la liste.

Tableau 8-13
Donnée codée Bit de parité Mot codé
000 0 0000
001 1 0011
010 1 0101
011 0 0110
100 1 1001
101 0 1010
110 0 1100
111 1 1111
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) Le (4,3)-code est capable de détecter toutes les configurations a 1 bit ou & 3 bits erronés.

© La probabilité de non-détection d’'un symbole erroné P4, est égale a la probabilité d’existence de 2 ou 4
crreurs réparties aléatoirement dans un mot codé, soit :

A 2 2, (A 4
Pndy—(2>P(l 17)+<4>P

=6p*(1 - p)t +p*
=6(0,01)2(0,99)? +0,01)* ~ 5,88(10%)

CODAGE ET DETECTION D’ERREUR

8.38. On considére un (6,3) code linéaire dont les trois bits de contréle de parité d’un bloc ¢4.¢5 et ¢g sont
obtenus de la fagon suivante :

Co=d ®ds
Cs=d@d,®ds
Co=d & da

(a) Ecrire la matrice génératrice de ce codage.
(b)  Donner tous les mots codés possibles de ce code.

(¢)  On suppose que ’on aregu le mot 010111. Décoder ce mot en identifiant les bits erronés et en
les corrigeant.

(a) Les équations ci-dessus permettent d’écrire — relations (8.56) et (8.59) :

1 0 1
P=11 11
110
D’oil, en vertu de la relation (8.56) :

1oo 1 11
G=[13 P’]:010011
001110

b) Comme & = 3,0na 23 = 8 mots codés possibles. Si donc d = [101], en invoquant la relation (8.59), il

vient :
1 00 1 1 1

c=dG=[ 0 110 1 0 0 1 1j=f(1 0 1 0 0 1]
001 110

On construit de méme les autres mots de ce code. Ils apparaissent sur lc tableau 8-14.

Tableau 8-14

d [ d c
000 000000 100 100111
001 001110 101 101001
010 010011 110 110100
011 011101 111 111010

CH

8.39.
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D’aprés la relation (8.67). ona:

—_— 0 O O = —

I
1
1
0
1
0

OO0 = - O —

Or,ona:
r=[0 1 0 1 1 1]

D’aprés la relation (8.66), le syndrome § de x a pour expression :

s=rHT=[0 1 0 1 1 1] =[1 0 0}

[ SN

1
0
1
1
0

—_ 0 00 = —

0 0

Puisque s est identique 4 la quatrieme ligne de H7, le quatriéme bit est erroné, le mot correct était 01001 |
et le mot de données correct a pour valeur 010,

8.39. La matrice de contrdle de parité d’un code est la suivante :

(@
(b)
(©

(@

®)

(c)

101100
H:l:l 1 0 0 1 0:]
0110 01

Déterminer la matrice génératrice du code.
Trouver le mot codé qui a pour début 101....
On a regu le mot 110110. Déchiffrer ce mot.

Comme H est une matrice 6 x 3, n = 6 et k = 3. En invoquant la relation (8.67), on obtient :

110
PT=]0 1 1
10 1

Donc, d’aprés la relation (8.58), Ja matrice génératrice G est la suivante :

1 0601t 1 0
G:[13 PT]: 01001 1
0 011! 01
Ona:
1 00110
c=dG=[1 0 1Jj0 1 0 O 1 1|f=01 01 01 1}
0011 01
On peut écrire que :
r=[l 1 0 1 1 0]
d’ot ’on déduit :
I 10
0 1 1
r 101
s=rH=[llOIlO]100=[Oll]
010
0 0 1

Comme s est identique  la deuxiéme ligne de la matrice H T, le deuxizme bit est erroné, le codage correct
est 100110, et le mot de données correct est 100,
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8.40. Le codage répétitif étudié au probléme 8.36 est un (n,1) code par blocs. Ce code ne comporte que deux
mots codés : un mot dont tous les bits valent O ¢t un mot dont tous Ies bits valent 1. Considérons un
codage ol n = 5.

(a)  Construire la matrice génératrice G de ce (5,1) codage par blocs.
() Déterminer I’ensemble des mots de ce code av moyen de Ia matrice G.

(©) Quelle est la matrice de contréle de parité H de ce code?
(d) Montrerque GH' = 0.

(@) Il 'y a 4 bits de parité identiques au bit de données. Pour & = 1, la matrice identité J; se réduit & la valeur |
et si I’on en croit les relations (8.36) et (8.57), la matrice 7 a pour expression :

Pl=(1 1 1 1]
La relation (8.58) nous permet de construire la matrice G :
G=[l 1 1t 1 1]

b) Lorsque d| = 0,
g =[0)1 1 1 1 1]=[0 0 0 0 0]

Lorsque d| =1,
=111 1 L 1 1]=[lL 1 1 | 1}

©) D’apres la relation (8.60), la matrice de contrdle de parité H a pour expression :

11000
‘ 10100
H= =
[P 1“] 10010
10 0 0 1
(d)  Eneffectuant le produit GH7 on obtient :
111
1000
GHT =01 1 1 1 11|01 0 0{{0 0 0 0]=0
0010
00 0 1

8.41. Revenons sur le (5,1) code a répétition du probléme 8.40,

(a)  Calculer le syndrome s des cing configurations présentant un bit erroné.
(b)  Faire de méme pour les dix configurations qui présentent deux bits erronés.
(¢)  Montrer que le (5,1) code répétitif est capable de corriger jusqu’ a deux erreurs.

(@) D’apres le probléme 8.40, on a :

11 1 1
1 000
H'=|0o 100
0010
0 0 0 1
Si ’on applique )a relation (8.66), le syndrome s a pour expression :
s=eH!
ol e est le vecteur d’erreur. Soite=[1 0 0 0 0], il vient :
) I D |
1 000
s=[1 0 0 0 0|0 1 O Of=[l 1 1 1]
0010
0 0 0 1

On calcule les autres syndromes de la méme fagon; le tableau 8-15 en donne la liste.
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ie deux 1 Tableau 8-15
‘ons un ; . ;"
10000 1111
01000 1000
00100 0100
00010 0010
00001 0001
valeur 1

(b} Le vecteur d’erreur a pour expression { 1 1 0 0 0], il vient donc :

s=[l | 0 0 0]

o — oo -
- o o o —
It
3

1
0
1
0
0

S OO - =

On notera au passage que s est la somme modulo 2 de la premiére et de la deuxiéme ligne dc Ja matrice H7
(probleme 8.43).
On évalue de la méme maniére les autres syndromes dont le tableau 8-16 donne la listc.

Tableau 8-16

e | s
11000 0111
10100 1011
10010 1101
10001 1110
01100 1100
01010 1010
01001 1001
00110 0110
00101 | 0101
00011 0011

() Comme les syndromes de toutes les configurations & une ou deux errcurs sont différents, le (5,1) code a
répétition étudié est capable de corriger jusqu’a deux erreurs.

8.42. Montrer que tous les vecteurs d’erreurs dont la différence est un vecteur code ont méme syndrome.

Si e code comporte & bits de données, it existe 2¥ vecteurs-codes distinct, que Ponnote e, i =0,1,...,2% — 1.
Pour tout vecteur d’erreur e, on peut définir 2% vecteurs d’erreur distincts fe; tels que :

e =edc; i=0,1,..26-1 (8.134)
En postmultipliant les deux membres de la relation (8./34) par H' et en invoquant la relation (8.62), il vient :

e,-HT = (e&)ci)HT —eHT CDc,-HT
=eH @0=cl =5 (8.135)
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Montrer que le syndrome s est la somme modulo 2 des lignes de la matrice H7 qui correspondent a la
localisation des erreurs dans les mots erronés.

Exprimons la matrice H7 sous la forme suivante :

)
hy
Hl = | (8.136)
h,
En portant la relation (8.136) dans la relation (8.66), on peut exprimer le syndrome s comme :
hy
h2 n
s=eH =[ey e -~ ed| . [=) eh (8.137)
: i=1
h,

ol ¢; est le %™ glément du vecteur d’erreur € qui a pour expression :

1 §'il existe une erreur en position i
e = . i
! 0 s'il n'y a pas d’erreur en position ¢

Démontrer la relation (8.67), a savoir que le nombre de bits de contrdle de parité n — k d’un (n,k) code
par blocs linéaire capable de corriger jusqu’a ¢ erreurs par mot codé doit respecter la limite de Hamming :

3 ()

1 existe en tout 2% syndromes y compris le syndrome dont tous les bits sont nuls, Chacun de ces syndromes
correspond & une configuration erronée particuliére. Le nombre de configurations a i erreurs d’un mot codé de n bits

. . e s N s 4 n
est égal au nombre de choix de 7 bits parmi #, ¢’est-a-dire ( . )
2
11 en résulte que le nombre total de configurations erronées est égal & :
i
143
>=(7)
=0 !
ou ¢ est Je nombre maximal d’erreurs d’une configuration erronée. Si donc un (n,k) code linéaire par blocs est

capable de corriger jusqu ’a ¢ erreurs, le nombre total de syndromes ne doit pas étre inférieur au nombre total de
configurations erronées. On doit donc avoir :

1
— n
on k > Z( ; )
=0t
On consideére un code capable de corriger unc erreur sur des mots codés a 11 bits de données.

(@) Combien faut-il de bits de contrdle de parité & ce code?
(€))] Quelle est la matrice de contréle de parité H de ce code?

(@) D’apres la relation (8.67)

n n n
223 (D)= ()=
/; ; o)t +n
i=
Posonsn —k =m. Soitk =11,onan =m + 11,il vient :
2" 2 124m—>m>4

11 faut au moins 4 bits de contrdle de parité.

CHAP

COD/

8.46.

8.47. ]

8.48.
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() D’apres la relation (8.61),0ona:
pT pT
=[5 ]
I 14
Pour que le code détecte unc seule erreur, il faut que les 11 premiéres lignes de la matrice H 7 soient uniques.
Elles doivent aussi étre différcntes des 4 demniéres lignes qui ne comportent qu’un | par ligne et ne peuvent
gtre identiquement nulles.

Avec ces conditions, une matrice de contrdle de parité H (transposée de H” ) pour le (15,11) code étudié
ici a pour expression :

r1 1000111011000
H:IOOIIOIIOIIOIOO
0101061101 110010
0010110111 10001

CODAGE PAR BLOCS LINEAIRE ET CORRECTION D’ERREUR

8.46.

8.47.

8.48.

On considére les vecteurs-codes qui suivent :

cg=[1 0 0 1 0
=0 11 0 1]
es=[1 1 0 0 1]
(@) Calculer d(cy,¢3), d(cy,¢3) et d(€g,¢3).
(b)  Montrer que :
d(cy,cp) +d(ez,¢3) > d(ey,c3)
(@) En invoquant la relation (8.69), on obtient :
dej,e)=wer @dep)=wll 1 1 | 1]=5
de,e3) =wle;@ez)=w0 | 0 I 1]1=3
dies,e3) =w(e2 ey =w(l 0 1 0 0]=2

®)
d(ey,€2) +d(c2,€3) = 5+2 2 3 =d(c;,c3)

Montrer que si ¢; ct ¢; sont deux vecteurs-codes d’un (r,k) code par blocs linéaire alors leur somme est
aussi un vecteur-code.
Comme tous les vecteurs-codes e doivent satisfaire a la relation (8.70), on a :
ciHT =0 et CjHT =0
Donc :
€ ®cHH =ciH @c;HT =0+0=10 (8138

ce qui montre que ¢; @ ¢; est aussi un vecteur-code.

Démontrer le théoréme 8.1, a savoir que la distance minimale sur un codage linéaire par blocs cst égale
au plus petit poids de Hamming des vecteurs non nuls du code.
D’aprés la relation (8.69) :
d(ei,e;) = w(e; dcy)
d’ott "on déduit que :

dinin = cm#lg d(ci.¢) = crlrgg wie; @ ¢j) (8.139)

En utilisant le résultat du probleme 8.47, la relation (8./39) devient :
din = 1&1{)‘1 w(c) (8.140)
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Information et codage

8.1 INTRODUCTION

Le but essentiel d’un systéme de communication est de transmettre des informations entre deux points avec
le maximum d’efficacité et de fiabilité . Nous avons examiné dans les chapitres qui précédent plusieurs méthodes
pour atteindre ce résultat au moyen de signaux électriques.

La théorie de I’information permet d’évaluer quantitativement le contenu d’un signal porteur d’un message
et de déterminer la capacité d’un systéme de communication a acheminer des informations entre Ie site de
transmission et le site de réception. Gréce au codage, sujet essentiel de la théorie de 1'information, on peut
réduire les redondances du message utilec de fagon a cexploiter au micux les performances des canaux dc
transmission disponibles. En revanche, I’introduction de redondances systématiques dans Ic signal transmis
(support du message) permet de fiabiliser Ies liaisons.

Nous allons passer bri¢vement en revue, au cours de ce chapitre, les quelques principes de base de la théorie
de I"information et des techniques de codage.

8.2 MESURE DE L'INFORMATION

A. Sources d’information

Une source d’information est un objet qui produit un événement dont le résultat aléatoire dépend d’une loi
de répartition probabiliste. En pratique, la source d’information d’un systéme de communication produit des
messages de caractére analogique ou discret. Nous étudierons dans ce chapitre les sources discrétes, puisque
les sources analogiques peuvent étre discrétisées par échantillonnage ¢t quantification, comme nous Pavons vu
au chapitre 4. Une source d’information discréte ne peut délivrer qu’un ensemble fini de symboles. L’ensemble
des symboles transmis par la source est appelé alphabet source; chaque €lément est appelé symbole ou lettre.

Les sources d’information se classent cn deux catégorics, suivant qu’clies sont a mémoire ou sans mémoire.
Une source avec mémoire émet des symboles dont chacun dépend du précédent. Une source sans mémoire émet
des symboles dont chacun est indépendant du précédent.

Une source discréte sans mémoire (SDSM) se définit par sa liste de symboles, assortic des probabilités
relatives & chaque symbole, et son débit.

B. Contenu informatif d’une source discréte sans mémoire

La quantit¢ d’information contenue dans un événement est étroitement liée au degré de certitude que 'on
attribue a cette information. Si un événement est certain (sa probabilité étant égale & 1), il faut reconnaitre que
sa réalisation n’apporte aucune information. Une mesure mathématique de 1"information doit donc prendre en
compte la probabilité d’occurrence des événements attendus ct satisfaire aux axiomes suivants :

1. L’information est proportionnelle a ’incertitude du résultat attendu.
2. Les informations correspondant aux réalisations d’événcments indépendants ont un caractére additif.

1. Contenu informatif d’un symbole

Considérons une SDSM, gue nous appellerons X, transmettant un alphabet {x1,x;,...,x.}. Le contenu
informatif ¢’un symbole ou plus simplement Iinformation que contient un symbole x;, notée /(x;), a pour
définition : )

1(x;) = log, e = —log, P(x;) 8.1
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8.49. Démontrer le théoréme 8.2, a savoir que la distance minimale d’un code linéaire par blocs est égale au
nombre minimal de lignes de H7 dont la somme est égale au vecteur 0.

8.50.

D’aprés la relation (8.70), ona:

cHT =0

Le produit cH T est une combinaison linéaire des lignes de H” (voir probléme 8.43), le nombre minimal des lignes
de H7 dont la somme est égale 4 0 a pour valeur :

min w(c}
c#0

qui est égal & dmin d’aprés la relation (8.740).

On considére 4 nouveau le (6,3) code du probléme 8.38.

(@)
&

(@)

(]

Montrer que dnmin = 3 et que cc code est capable de détecter une seule erreur.
En appliquant larégle de la distance minimale relative au déchiffrage, reprendre le (¢) du probléme
8.38.

D’aprés le (b) du probléme 8.38, les vecteurs-codes et Jeurs poids de Hamming ont les valeurs listées dans
le tableau 8-17.

Tableau 8-17

<; L' Poids dc Hamming
¢,=[0 0 0 0 0 0] 0
=00 0 1 1 1 0] 3
e;=[0 1 0 0 1 1] 3
c,=[0 1 1 1 0 1] 4
es=[1 0 0 1 1 1] 4
=01 0 1 0 0 1] 3
;=011 0 1 0 o0} 3
=01 1 1 0 1 0] 4

Comme dmip est le plus petit poids de Hamming des vecteurs non nuls du code, dmin = 3. On a dong, selon
la relation (8.71) :
dmin=322r+1

relation satisfaite pour r = 1. On en déduit que ce code ne sait corriger qu’une seule erreur.
Le vecteur regu r a pour valeur : [0 101 1 1]. Selon 1a relation (8.69), il vient :

d(r,ey) =4 d(r,es) =2
dir,cy) =3 d(res) =5
dres) =1 d(re;) =3
d(req) =2 d(r,cg) =4

La distance minimale entre les vecteurs du code et le vecteur regu a pour valeur :
dre) =1

On en conclut donc que le vecteur ez = [0 100 1 1] a été émis et que les bits de données étaient «010», ce

résultat étant identique au (c) du probleme 8.38.

CF

8.5
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8.51 On considére un (7,4) code linéaire par blocs dont la matrice de contrdle de parité a pour expression :

288
TEE

(@)

(]

1011100
H= ,: 1 101 01 0:|
0111001
Construire les mots de ce (7,4) code.
Montrer qu’il s’agit d’un code dc Hamming.
Tlustrer la relation entre distance minimale et structure de la matrice de contréle de parité H en
étudiant le cas du mot codé 0101100.

D’aprés les rclations (8.60) et (8.58), 1a matrice génératrice G de ce code a pour expression :

0

0
o= 1
0

- O O O
—_— O

]
1
1
1

[=RR = -]
—_—0 = -

1
0
0
0

Puisque k = 4, il existe 2¥ = 16 mots distincts dans ce code. A chaque valeur de donnée correspond un mot
codé, que I’on obtient au moyen de la relation (8.57); le tableau 8-18 en donne la liste.

Tableau 8-18

Donnée codée Mot codé Poids dc Hamming
0000 00600000 0
0001 0001111 4
0010 0010101 3
0011 0011010 3
0100 0100011 3
0101 0101100 3
0110 0110110 4
0111 0111001 4
1000 1000110 3
1001 1001001 3
1010 1010011 4
1011 1011100 4
1100 1100101 4
1101 1101010 4
1110 1110000 3
1111 1111111 7

Le tableau 8- 18 donne aussi la liste des poids de Hamming de I’ensemble des mots du code. Comme le poids
minimal des mots non nuls a pour valeur 3, on en déduit que diyiy = 3. La relation (8.77) nous permet donc
de dire que ce code est capable de corriger une scule errcur de transmission.

Comme nous avons n = 7 etk =4, ona:

zn—k — 23 =8
S = (D7) = 1475
~\i) \o 1/ n
i=0

L’égalité se produit 4 1a limite de Hamming — relation (8.67) — et il s"agit donc bien d’un code de Hamming.





image49.png
310

8.52.

8.53.

8.54.

8.55.

INFORMATION ET CODAGE {CHAP. 8

©) Pour le vecteur ¢ =[0 1 01 1 0 0], la multiplication matricielle de la relation (8.70) nous conduit 2 remarquer
que la somme modulo 2 de la deuxiéme, Ia quatriéme et la cinquiéme ligne de H7 est égale au vecteur nul :

0 1 &l 1 11®fl 0 0]=[0 0 0]

Un calcul identique portant sur les 14 autres vecteurs non nuls indique que le plus petit nombre de lignes de
HT dont la somme est égale 4 0 a pour valeur 3, qui est égal & dy;y (théoréme 8.2).

Problémes supplémentaires

On considére une source X qui produit cing symboles avec des probabilités %71‘ 'g, 1]? et %. Déterminer P’entropie
de source H(X).

Réponse ; 1,875 b/symbole
Calculer I’information moyenne contenue dans la langue frangaise, en supposant que les 26 lettres de ["alphabet ont
des probabilités d’occurrence identigues.

Réponse : 4,7 blcaractére

Deux canaux binaires symétriques (CBS) sont connectés en série, comme le représente la figure 8-15.

0.8 » 0,7

0,8 Y2 0,7
Fig. 8-15

(a) Trouver la matrice définissant le canal obtenu.
(2] Calculer P(z1) et P(z2) dans le cas oit P(x;) = 0,6 et P(x3) = 0,4.

Réponse :
@ 0,62 0,38
@ o3 0,62

®)  P(z)) =0,524 P(z2) = 0,476

On consideére le canal discret sans mémoire représenté sur la figure 8-16.

(@) Calculer les probabilités en sortie lorsque P (x1) = % et P(xz) = %.
®) Calculer ’entropie de sortie H(Y).

Réponses : (a) P(y1) =7/24, P(yp) = 17/48 et P(y3) = 17/48
{b) 1,58 b/symbole

8.5

8.57

8.58

8.59

8.60.
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ra—

Fig. 8-16

Démontrer la relation (8.32), ¢’est-a-dire :

IX;YY=HX)Y+ HY)—-H(X)Y)

Indication : Utiliser les relations (8.28) et (8.26).

Montrer que H(X,Y) < H(X) + H(Y), I'égalité n"ayant lieu que si, et seulement si, X et ¥ sont indépendants.
Indication : Utiliser les relations (8.30) et (8.32).

Montrer que, pour un canal déterministe :
HY|X)=0

Indication : Utiliser la relation (8.24) en remarquant que, dans le cas d’un canal déterministe, P (y;|x;) ne prend
que deux valeurs, 1 ou 0.

On considére un canal dont Ic signal d’entréc est X et le signal de sortie Y. Montrer que si X et ¥ sont statistiquement
indépendants, alors H(X|Y) = H(X) et I(X;Y) = 0.

Indication : Tenir compte des relations (5.48) et (5.49) dans les relations (8.24) et (8.28).

On définit un canal de transmission au moyen de la matrice ci-aprés.

(@) Donner un schéma de ce canal.
) Calculer Ja capacité de ce canal.

1o
3 30
0 0 1
Réponse : (a) voir figurc 8-17.
1
“ - — N
L
i Ya
2 V3
!
Fig. 8-17

(b) 1b/symbole
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Soit X une variable aléatoirc de densité de probabilité fx (x) etsoitY = aX +b, a et b étant des constantes. Calculer
H(Y) en fonction de H (X).

Réponse : H(Y) = H(X) +1ogsa

Trouver ’entropie différentielle H (X) d’une variable aléatoire gaussienne X de moyenne nulle et de variance 0)2(.

Réponse : H(X) = 1 log2(2ﬂea§).

On considére un canal de transmission affecté d’un BBGA (bruit blanc gaussien additif) tel que défini par la relation
(8.46), a savoir :
Y=X+n

od X et Y sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie du canal, » étant un BBGA de moyenne nulle et de

variance 03. Evaluer I’information mutuelle moyenne 7 (X;Y) lorsque le signal d’entrée est lui aussi gaussien, a

moyenne nulle et de variance 0)2(.

1 a%
Réponse: 1(X;Y)y=Zlogy [ 1 + —
2 o}

n

Calculer la capacité d’un canal affecté d’'un BBGA, dont la bande passante est de IMHz et dont lc rapport signal
sur bruit vaut 40 dB.

Réponse : 13,29 Mb/s

On considére une source discrete produisant s symboles équiprobables x;,i = 1,2,...,m.

(a) Montrer que 'utilisation d"un code de longueur fixe est 12 solution la plus efficace pour représenter 1’ ensemble

{xi}.

b) Soit n,, la longueur des mots de ce code. Montrer que si n, = log, m, I'efficacité du code est de 100%.

Indication : Utiliser les relations (8.49) et (8.52).

Construire un code de Huffman pour la source discréte sans mémoire du probléme 8.32 et montrer qu’il est optimal.

Réponse :
Symboles : x| X2 X3 X4

Code : 0 10 110 111

Une source discréte sans mémoire produit cing symboles x|,x2,x3,x4 et x5 avec les probabilités respectives
0,2, 0,15, 0,05, 0,1 et 0,5.

(@) Construire un code de Shannon-Fano pour X et caleuler I'efficacité de ce code.
by Reprendre la question (@) avec un code de Huffman.

Réponse :

Symboles : X X2 X3 X4 x5
Code : 10 110 1111 1110 0

Efficacité du code : = 98,6%.

(@)

Symboles : x1 X2 X3 X4 x5

® Code : 11 100 1011 1010 0

Efficacité du code : n = 98,6%.

Montrer que les codes du probléme 8.33 satisfont a I’inégalité de Kraft.

Indication : Appliquer la relation (8.54).

P CHAF

8.70.

8.71.

8.72.

8.73.

8.74.

8.75.
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On considére un (6,3) code linéaire par blocs dont la matrice de contrdle de parité A a pour expression :

i 01 100
H=]10 11010
I 11 0 01
(a) Quelle est la matrice génératrice G de ce code?
) Quel est le mot codé dont le groupe données est 1012
Réponse :
(a)
1 001 01
G=|0 1 0 0 1 1
00 1 1 11
2] 101010

En se placant dans le contexte du codage de Hamming étudié au probléme 8.51, déchiffrer le mot 0111100,

Réponse : 0101

On considére un (n,k) code par blocs linéaire de matrice génératrice G et de matrice de contrdle de parité H. Le
(n,n ~ k) code engendré par H est appelé code dual du (n,k) code. Montrer que la matrice G est la matrice de
contrle de parité du code dual.

Indication : Transposer matriciellement la relation (8.62).

Montrer que tous les vecteurs codes d’un (n,k) codage linéaire par blocs sont orthogonaux aux vecteurs de son code
dual (le vecteur X est orthogonal au vecteur ¢ si xe? = 0, od el estle transposé du vecteur ligne ¢).

Indication : Utiliser la relation (8.62).

Quel est Ie code dual du (7,4) code de Hamming étudié dans le probléme 8.51? Trouver la distance minimale dinin
de ce code dual.

Réponse :
0000000 0111001 1101010 1010011

1011100 1100101 0110110 0001111
Amin = 4

Un code comporte les mots 1101000, 0111001, 0011010, 1001011, 1011100 et 0001101. Si I’on regoit 1101011,
quel est le code qui a été émis?

Réponse : 1001011
Montrer que pour tout (#,k) code linéaire par blocs on a la relation :
dmin S —k+1

Indication : Appliquer le théoréme 8.2 pour montrer que le¢ rang de la matrice H est dpin — 1.
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oll P(x;) est la probabilité d’occurrence du symbole x;. On voit que 7 (x;) posséde les propriétés suivantes :

I(x;))=0 pour P(x;) =1 (8.2)
I(x)) 20 8.3
I > I(x;) siP(x;) < P(x)) (8.4)
I(xix;) = I(x;) + 1(x;) six; etx; sontindépendants (8.5)

L’unité dans laquelle on mesure 7 (x;) est le bit (binary uniz) lorsque b = 2, le hartley si & = 10 et le nat
(natural unif) si b = e. On utilise de fagon trés générale le standard b = 2. L'unité binaire, abrégée en «b»,
est donc unc mesure de P'information ct ne doit pas étre confondue avec le bit (binary digif) que nous avons
pratiqué jusqu’ici. Les conversions entre ces unités s’effectuent au moyen de la formule suivante :

1 i
log,a = na _loga

T2 log2 86)

2. Contenu informatif moyen ou entropie

On transmet habitucllement sur un canal de communication des séquences de symboles de grande longueur
émises par la source d’information. On s’intéresse donc plus au contenu moyen d’information produit par une
source qu’au contenu informatif d’un seul symbole.

L.a valeur moyenne de / (x;) sur un alphabet de la source X composé de m symboles a pour expression :

H(X) = EIx)) =Y P (x)
i=1
=— P(x)log P(x;) b/symbole (87)
i=l1

Laquantité H (X) cst appelée entropie de lasource X. Elle est unc mesure de I’ information moyenne par symbole
de la source. L'entropie H (X) de 1a source peut étre considérée comme la part globale d’incertitude de la source
X réduite au moyen de 1’alphabet utilisé par la source.

On notera qu’une source binaire X qui produit des symboles 0 et 1 équiprobables a pour entropie :

H(X) = —}log, § — 1 log, 3 = 1 b/symbole 8.8
L entropie H (X) de la source satisfait a la relation suivante :
0< H(X) < logym (8.9)

ol m cst la dimension (nombre de symboles) de 1"alphabet utilisé par la source X (probléme 8.4). La borme
inférieure correspond a la certitude que 1’on a lorsqu’un symbole a une probabilité d’occurrence P(x;) = 1
tandis que P (x;) = O pour j # i, ce qui veut dire que X transmet le méme symbole x; en permanence. La
limite supérieure correspond & I'incertitude maximale que I'on a vis-3-vis de la source lorsque P(x;) = 1/m
pour tout i, ¢’est-a-dire lorsque tous les symboles gu’est susceptible de transmettre X sont équiprobables.

3. Débit d’information

Si le débit de transmission des symboles de la source X a pour valeur r (symboles/seconde), le débit
d’information R de Ja source X a pour expression :

R=rH(X) b/s (8.10)
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8.3 CANAUX DISCRETS SANS MEMOIRE
A. Représentation d’un canal de transmission

On appelle canal de transmission le support ou le milieu qui achemine le message entre émetteur et récepteur.
Un canal discret sans mémoire (CDSM) peut étre représenté par un modele statistique d’entrée X et de sortie
Y (figure 8-1). A chaque période d’échantillonnage, on fournit au canal un symbole appartcnant & X et celui-ci
délivre un symbole appartenant a Y. Le canal est dit «discret» lorsque les alphabets de X et de ¥ sont finis. Il
cst dit «sans mémoire» lorsque le symbole de sortie fourni par le canal nc dépend que du dernier symbole regu
en entrée, indépendamment de tous les symboles d’entrée précédents.

Xy .y,
. .
X ———m Ply,x) ——= Y
/\/ . . }/
. L
Xme .V,

Fig. 8-1 Canal discret sans mémoire

La figure 8-1 représente un CDSM a m entrées et n sorties. L'entrée X se compose de m symboles
X|,X2,...,%p. Les probabilités a priori P(x;) de ces symboles sont supposées connues. La sortie se compose
de n symboles yi,y2,...,y,. Chaque correspondance possible entrée/sortie est définie par une probabilité
conditionnelle P (y;|x;) d’obtenir y; en sortie de canal lorsque x; a été transmis a ’entrée du canal. On I’appelle
probabilité de transition du canal.

B. Matrice de transition d’un canal

On définit un canal de fagon compléte en spécifiant I’ensemble de ses probabilités de transition. Le canal
représenté sur la figure 8-1 est donc totalement défini par la matrice des probabilités de transition [P (Y| X)] qui
a pour expression :

Plylx)  PQlx) -+ POalx)
parixr= | PO FA O @
POilxw)  P(alxw) oo P(yalxm)

La matrice [P (Y]X)] est appelée 1a matrice du canal . Comme chaque symbole appliqué a ’entrée de la voie
produit un symbole en sortie, la somme des éléments d’une ligne de la matrice est égale 4 1, soit :

Zn: P(yilx;) =1 pour tout i (8.12)
j=1
Si maintenant on représente 1’ensemble des probabilités d’entrée par une matrice ligne :
[P(XD]=[Px1)) Plx) -+ Plxw)] (8.13)
Et si ’on représente les probabilités de sortic par une autre matrice ligne :

PWI=[P) P) - Pl)] 8.19

on obtient la relation matricielle :
[P =[PEOIPTIX)] (8.15)




image5.png
266 INFORMATION ET CODAGE [CHAP. 8

Sil’on représente P(X) sous forme d’une matrice diagonale :

P(x)) 0 0
o= 0 T 0 (3.16)
0 0 oo Plxn)
On a alors la relation :
[PX, )] = [PXOLIPYIX] (8.17)

ol I'élément (i, j) de la matrice [P(X,Y)] est de la forme P (x;,y;). La matrice [P(X,Y)] cst appclée matrice
des probabilités conjointes, I'élément P (x;, y; ) étant la probabilité conjointe de transmettre x; et de recevoir Vi

C. Canaux remarquables
1. Canal sans perte

Si la matrice d’un canal ne posséde qu’un élément non nul par colonne, on dit qu’il s’agit d’un canal sans
perte. La figurc 8-2 représente un canal sans pertc. Sa matrice a pour expression :

2 1000
[PXIY)]={0 0 3 2 0 8.18)
00 0 0 1

Fig. 8-2 Canal sans pertc

On montre — relation (8.35) et probléme 8.10 — qu’aucune information issue de la source n’est perdue
lors de la transmission sur un canal sans perte.

2. Canal déterministe

Un canal dont la matrice ne comporte qu’un élément non nul par ligne est appelé canal déterministe. La
figure 8-3 représente un canal déterministe, dont la matrice a pour expression :

100
1 0 0

[PEIX)]=]0 1 0 (8.19)
01 0
00 1
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Fig. 8-3 Canal déterministe
Comme chaque ligne posséde un seul é1ément non nul, on en conclut — relation (8./2) — que sa valeur cst
unitaire. Lorsqu’un symbole donné est fourni a I’entrée d’un canal déterministe, le symbole restitué en sortie
Tui est donc identique.

3. Canal sans bruit

On dit qu'un canalest sans bruit (figure 8-4), s’ il est a la fois sans perte et déterministe. La matrice définissant
le canal a dans ce cas un seul élément par ligne et par colonne et cet élément ne peut donc étre qu’unitaire. Dans
ce cas, les alphabets d’entrée et de sortic ont méme dimension. Pour un canal sans bruit on a donc m = n.

M

£y

X, Y
1
Fig. 8-4 Canal sans bruit
4. Canal binaire symétrique
Un canal binaire symétrigue (CBS) a pour matrice :
I-p p
[PY|X)] = [ } (8.20)
p l1-p
La figure 8-5 représente un canal binaire symétrique.
1-p
x =0 yi=0
r
2
Xy =1 1
1-p

Fig. 8-5 Canal binaire symétrique




